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Розділ 1 

Функція Гріна крайових задач для звичайних диференціальних рівнянь 

 

§1. Крайові задачі для звичайних диференціальних рівнянь 

 

В курсі математичного аналізу вивчалися звичайні диференціальні рівняння та 

основні методи їх розв’язування. Особливу увагу приділяли задачі Коші, де значення 

невідомої функції та її похідних задаються в одній фіксованій точці. Але багато задач 

фізики та механіки приводять до математичних моделей, що описуються 

диференціальними рівняннями, для яких значення невідомої функції та її похідних 

задаються в двох або декількох точках. Такі задачі називаються двоточковими або 

багатоточковими крайовими задачами. 

Далі будемо розглядати двоточкові крайові задачі для лінійних диференціальних 

рівнянь другого порядку. 

Постановка задачі. Розглянемо неоднорідну крайову задачу  

),()(: xfquupLu  ),0( lx ,                                      (1.1)               

,0)0()0(:)( 111  uuuU   ,0)()(:)( 222  luluuU                (1.2)   

де  ]), ,0([1 lCp   ]) ,0([} ,{ lCfq  ,  причому  0)( xp  для ] ,0[ lх , ,022  ii  }.2 ,1{i   

Позначимо LM − область визначення оператора L , яка складається з функцій u  з 

класу ]),0([),0( 12 lClC  , що задовольняють крайові умови (1.2). 

Зауважимо, що при 0i  із (1.2) одержуємо крайові умови першого роду, а при 

0i  − другого роду,  якщо ж коефіцієнти i  та i  відмінні від нуля одночасно – 

третього роду. 

Розв’язок  задачі (1.1), (1.2)  в області визначення оператора L єдиний. Побудуємо 

його. 

Припустимо, що  відповідна  лінійна однорідна крайова задача (1.1), (1.2)      

)0( f має лише  тривіальний розв’язок 0)( xu . 

Нехай 1v  і 2v  − ненульові (дійсні) розв’язки таких двох задач для однорідного 

рівняння з  умовами в точках 0x  і lx  : 



 4 









;0)0()0(

,0)(

1111

1
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vL
         і         









.0)()(

,0)(

2222

2

lvlv

vL
                   (1.3) 

При цьому  будемо припускати також, що 0)()( 1212  lvlv , оскільки в інакшому 

випадку, згідно з нашим припущенням, .01 v  Аналогічно ,0)0()0( 2121  vv  бо інакше 

.02 v  З теорії звичайних диференціальних рівнянь випливає, що такі розв’язки завжди 

існують і  належать до класу ]),0([2 lC  двічі неперервно диференційовних  функцій на 

відрізку ].,0[ l  

Функції 1v і 2v  лінійно незалежні на відрізку ],0[ l . Дійсно, якщо б 1v  та 2v були  

лінійно залежними, наприклад,  

)()( 21 xCvxv  , ],,0[ lx  ,0constC  

то, внаслідок крайових умов задач (1.3), 0))()(()()( 22221212  lvlvСlvlv , що 

суперечить припущенню 0)()( 1212  lvlv . 

Розв’язок задачі (1.1), (1.2)  будемо шукати методом варіації довільної сталої у 

вигляді 

),()()()()( 2211 xvxCxvxCxu  ].,0[ lx                                            (1.4) 

Згідно з цим методом похідні від функцій )(1 xC , )(2 xC  повинні задовольняти 

систему лінійних алгебраїчних рівнянь 












.
)(

)(
)()()()(

,0)()()()(

2211

2211

xp

xf
xvxCxvxC

xvxCxvxC

                                        (1.5) 

Головним визначником  даної системи рівнянь відносно невідомих  )(1 xC , )(2 xC  є 

визначник  Вронського  

,
)()(

)()(
:)(

21

21

xvxv

xvxv
xW


  ],0[ lx . 

Оскільки розв’язки 1v  і 2v  − лінійно незалежні, то визначник 

0)()()()()( 1221  xvxvxvxvxW ,  ],0[ lx . 

Тому існує єдиний розв’язок системи (1.5), який можемо знайти за формулами 

Крамера: 
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Користуючись тотожністю Остроградського-Ліувілля 

)0()0()()( WpxWxp  , ],,0[ lx  

(див., наприклад, Л. С. Понтрягін  [13]), одержуємо  

)0()0(

)()(
)( 2

1
Wp

xvxf
xС  ,    

)0()0(

)()(
)( 1

2
Wp

xvxf
xС  .                                    (1.6) 

Щоб задовольнити крайові умови (1.2), покладемо 0)0(2 C , 0)(1 lC , оскільки  

    )0()0()0()0()0()0()0()0( 2211122111 vCvCvCvC  

    0)0()0()0()0()0()0( 2121211111  vvCvvC , 

і аналогічно для кінця lx  . Інтегруючи (1.6) при умовах 0)(1 lC , 0)0(2 C , маємо 

 
l

x

dvf
Wp

xC )()(
)0()0(

1
)( 21 , 

 
x

dvf
Wp

xC
0

12 )()(
)0()0(

1
)( , ],0[ lx . 

 Підставляючи отримані значення в (1.4), знаходимо  шуканий розв’язок задачі 

(1.1), (1.2) у вигляді 









 

l

x

x

dvfxvdvfxv
Wp

xu )()()()()()(
)0()0(

1
)( 21

0

12 , ],0[ lx , 

або 

 
l

dfxGxu
0

)(),()( ,    ],0[ lx ,                                         (1.7) 

де  










.),()(

,0),()(

)0()0(

1
:),(

12

21

lxvxv

xvxv

Wp
xG                             (1.8) 

Функція G  називається функцією Гріна (функцією впливу) крайової задачі (1.1), (1.2) 

або оператора  L. 
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Отже, доведено наступний результат. 

Теорема 1.  Якщо відповідна  лінійна однорідна крайова задача (1.1), (1.2) з 0f  

має лише  тривіальний розв’язок 0u ,  то існує єдиний розв’язок неоднорідної крайової 

задачі (1.1), (1.2) , який можна зобразити в інтегральній формі  (1.7). 

Наведемо властивості функції  Гріна G , які випливають безпосередньо з формули 

(1.8).  

1.  G  визначена й неперервна на квадраті   } ) ,0(  ,  ,0  ) ,( {: llxxП   (рис.1.1) і 

має неперервні похідні за x  в замкнених трикутниках }0),{( lxx    та  

}0),{( lxx  . 

2.  Симетричність: ),,(),( xGxG   Пx ),( . 

),,0(),0(  GG  

)(

1
),0(),0(

xp
GG xx  ,  ),0( l . 

 

Фізичний зміст функції Гріна 

 

Розглянемо крайову задачу 

),()( 0xxuL   ),,0( lx  

,0)0( u  ,0)( lu  

        3. ),( xG  як функція x  задовольняє лінійне однорідне 

рівняння 

0)( GL ,     x ,   lх ,0 . 

       4. На бічних сторонах квадрата П  функція Гріна  

задовольняє однорідні крайові умови (1.2).  

       5.   На діагоналі x  ),( xG  як функція x  

неперервна, а її похідна ),(  xGx  має розрив першого роду 

зі стрибком 
)(

1

xp
 , тобто 

 

 

 

 

 

 

 

 

Рис.1.1 
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де 0x фіксована точка з ),,0( l  тобто задачу із зовнішнім джерелом, поміщеним у точку 

0x . Тут )( 0xx – дельта-функція Дірака (див., наприлад, [11]), яка формально 

визначається такими умовами: 

1) 0)( 0  xx  при ;0xx   

2)  )( 0xx  при ;0xx   

3) ,1)(
0

0 
l

dxxx  ).,0(0 lx   

 На підставі теореми 1 розв’язок  даної задачі  визначається формулою 

),()(),()( 0

0

0 xxGdxxGxu
l

  , ],0[ lx . 

Тому ),( 0xxG  − це збурення в точці x , породжене точковим джерелом потужності 1, 

розміщеним у точці 0x . 

 

Приклад 1 (статична задача  про профіль струни). Розв’язати  задачу 

),()( xfxu  ,10  x  

,0)0( u 0)1( u , 

де f − довільна двічі неперервно диференційовна функція на відрізку  1,0 . 

◄ Дізнаємось спочатку, чи існує функція Гріна для даної крайової задачі. Для цього 

розглянемо відповідну однорідну крайову задачу 

,0)(  xu ,10  x  

,0)0( u 0)1( u . 

Загальним розв’язком однорідного рівняння буде 21)( CxCxu  , 21   , CC довільні 

сталі. Крайові умови ,0)0( u 0)1( u  задовольняються тоді і тільки тоді, коли сталі 

021 СС , тобто 0u . А це означає, що для заданої задачі, на підставі теореми 1, 

можна побудувати функцію Гріна. 

Виберемо два лінійно незалежних розв’язки, кожен з яких задовольняє одну з 

крайових умов. Розв’язок  xxu )(1  задовольняє першу крайову умову ,0)0( u  а 

розв’язок  1)(2  xxu    − другу умову 0)1( u . Тому функцію Гріна шукаємо у вигляді 
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


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
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.1),1)((

,0,)(
),(

2

1

xxC

xxC
xG  

З властивості  неперервності функції ),( xG  та стрибка похідної ),(  xGx  при x , 

отримуємо умови для визначення невідомих функцій )(1 C , )(2 C :   









.1)()(

,0)()1)((

12

12

CC

CC
 

Визначником  Вронського даної системи є  

.1
11

1





W  

Отже, беручи до уваги, що ,1)( xр  згідно з формулою (1.8) знаходимо функцію 

Гріна даної задачі: 










.1,)1(

,0),1(
),(

xx

xx
xG  

Тепер розв’язок задачі запишемо у вигляді 

  
1

0

1

0

)()1()()1()(),()(
x

x

dfxdfxdfxGxu , ]1,0[x . 

Фізичний зміст отриманого розв’язку – профіль струни при статичному 

навантаженні ),(xf ]1,0[x . ► 

 

Приклад 2.  Побудувати функцію Гріна крайової задачі 

),()()( 2 xfxukxu   ,10  x  

,0)0( u  0)1( u . 

◄ Розглянемо відповідну однорідну крайову задачу 

,0)()( 2  xukxu  ,10  x  

,0)0( u  0)1( u . 

Загальний розв’язок однорідного  рівняння має вигляд 

kxkx BeAexu )( , ]1,0[x . 

Очевидно, що крайові умови задовольняються тоді і тільки тоді, коли 0 BA , 

тобто коли однорідна задача має лише тривіальний розв’язок  0u . Отже, на підставі 

теореми 1 функція Гріна даної задачі існує. 
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Будуємо функцію Гріна. Виберемо два розв’язки, кожен з яких задовольняє одну з 

крайових умов, тобто  розв’язки таких двох задач: 









;0)0(

,0)()( 2

u

xukxu
               









.0)1(

,0)()( 2

u

xukxu
 

Розв’язуючи ці задачі, знаходимо kxxu sh)(1  , )1(sh)(2  xkxu , причому вони є 

лінійно незалежними. Таким чином, функцію Гріна можна записати у вигляді 










,1),1(sh)(

,0,sh)(
),(

2

1

xxkC

xkxC
xG  

де невідомі функції )(1 C , )(2 C  знаходимо з умов неперервності функції ),( xG  та 

стрибка похідної ),(  xGx при x :  









.1сh)()1(сh)(

,0sh)()1(sh)(

 1 2

12

kkCkkC

kCkC
 

 Значення визначника Вронського даної системи буде таке:  

  .sh)1(shсh)1(сhsh
сh)1(сh

sh)1(sh
kkkkkkk

kkkk

kk
W 




  

Враховуючи, що ,1)( xр  згідно з формулою (1.8) знаходимо функцію Гріна 

даної задачі: 

















.1,
sh

)1(shsh

,0,
sh

sh)1(sh

),(

 

 

x
kk

xkk

x
kk

kxk

xG    ► 

 

Приклад 3. Використовуючи функцію Гріна, розв’язати крайову задачу 

,)()( xxuxu   ,10  x  

,0)0( u  0)1( u . 

◄ З’ясуємо спочатку, чи існує функція Гріна. Розглянемо відповідну однорідну 

крайову задачу 

,0)()(  xuxu  ,10  x  

,0)0( u  0)1( u . 

Загальним розв’язком однорідного рівняння є 
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xx BeAexu )( , ]1,0[x . 

Крайові умови задовольняються тоді і тільки тоді, коли 0 BA , тобто 0u . 

Отже,  функція Гріна існує. 

Легко переконатися (див. приклад 2), що  

















,1,
1sh

)1(shsh

,0,
1sh

sh)1(sh

),(

x
x

x
x

xG                                      (1.9)   

є функцією Гріна  заданої крайової задачі.          

Розв’язок крайової задачі записуємо у вигляді 

 
1

0

),()( dxGxu ,  ]1,0[x ,                                             (1.10) 

де функція G  визначається формулою (1.9). 

 Розбиваючи проміжок інтегрування на два і підставляючи в (1.10) вираз для 

функції  Гріна із (1.9),  отримуємо 







  d
x

d
x

xu
x

x 1

0 1sh

sh)1(sh

1sh

)1(shsh
)(  




  d
x

d
x

x

x 1

0

)1sh(
1sh

sh
sh

1sh

)1(sh
. 

Оскільки  

xxxxxd
vddv

dduu
d

x
x

x
x

shchshchchch
chsh

sh
0

0
0

0





  , 





 

1
1

1

)1ch()1ch(
)1ch()1sh(

)1sh(
x

x
x

d
vddv

dduu
d  

1),sh()1ch(1)1sh()1ch(1
1

 xxxxx
x

 

то, скориставшись  формулою  shсhсhsh)sh(  та парністю функції xsh , 

отримуємо 

x
x

xxxxxxxxxu 
1sh

sh
)]1)sh()1ch(1(sh)shch)(1(sh[

1sh

1
)( , ]1,0[x .► 
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Приклад 4. За допомогою функції  Гріна  розв’язати  крайову задачу 

,0 ),1,0(  ,)1(22  mxxmmuxux m                         (1.11)                    

),1()1( uu   u  обмежена на )1,0( .                                (1.12) 

◄ Спочатку знайдемо загальний розв’язок відповідного однорідного рівняння та 

впевнимося, що умови (1.12) виконуються лише тоді, коли 0u . Дійсно, позначаючи 

zu  , отримаємо 022  xzzx  або 
x

z
z

2
 , звідки, відокремлюючи змінні та 

інтегруючи, знаходимо 1lnln2ln Cxz  , тобто 
2

1

x

C
z  . Отже, загальним розв’язком 

відповідного однорідного рівняння буде  

 2
1)( C

x

C
xu  ,                                                (1.13) 

де 21,CC − довільні сталі. 

Зрозуміло,  що  розв’язок   u ,  який  визначається  формулою  (1.13),  задовольняє  

умови  (1.12)  лише  при  021 CC ,  а  отже, функцію Гріна  для  задачі  (1.11), (1.12)  

можна побудувати. 

 Із  загального розв’язку (1.13) легко виділити частинний розв'язок 
x

xu
1

2)(1  , 

який задовольняє першу крайову умову, і розв'язок ,1)(2 xu  обмежений на ).1,0(  Тому 

функцію G  шукаємо у вигляді        





















.1,

1
2)(

,0             ),(

),(
2

1

x
x

C

xC

xG  

Функції )(1 C  та  )(2 C  знаходимо з умов 













1
2)()( 21 СC ,  

222

11
)(





C . 

 Звідси 1)(2 C , 



1

2)(1C . Таким чином, 
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
















.1 ,
1

2

,0 ,
1

2

),(

x
x

x

xG  

Шуканий розв'язок крайової задачі (1.11), (1.12) має вигляд  































 

1

0

1

0

1
2

1
2)1()1( ),()(

x

mm
x

m dd
x

mmdmmxGxu  

,1
1

2

1

1
2)1(

1
1

0

1























 






















mx
mmmx

mm m

x

mm
x

m

  1,0x .► 

 

 

Задачі для самостійного розв’язування 

 

1. Побудувати функцію Гріна  крайової задачі 

)(xfu  , ,10  x  

)1()0( ),1()0( uuuu  . 

     Відповідь: 

                             









.1     ,1)1(

,0,)2(1
),(

xx

xx
xG  

2. Побудувати функцію Гріна  крайової задачі 

),0( ),()()( 2  kxfxukxu  ,10  x  

,0)0( u  0)1( u .  

     Відповідь:  

















.1,
sin 

)1(sinsin

,0,
sin 

sin)1(sin

),(

x
kk

xkk

x
kk

kxk

xG
 

3. Побудувати функцію Гріна  крайової задачі 

)(xfuux  ,  ,21  x  

0)1(  ,0)2(  uu . 

      Відповідь:  
























.2 ,
2

4

,1 ,
2

4

),(

2

2

2

2

x
x

x

xG
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4. Побудувати функцію Гріна  крайової задачі 

),(2 xfuuxux   

,0)1( u  u обмежена на )1,0( . 

     Відповідь:  




































.1,
1

2

1

,0,
1

1
2

),(
2

x
x

x

x
x

xG
 

 

 

§2. Функція Гріна  задачі Штурма-Ліувілля  

 

Якщо коефіцієнти рівняння (1.1) або крайових умов (1.2) залежать від деякого 

параметра  , то ті значення ,  при яких крайова задача має нетривіальні розв’язки 

( 0u ) називаються власними значеннями, а ці нетривіальні розв’язки – відповідними 

власними функціями. 

Теорема 2.  Крайова задача 

,fuLu      LMu , ),0( lCf  ,                                         (1.14)               

,0)(1 uU   0)(2 uU                                                    (1.15)   

за  умови, що 0  не є власним значенням оператора L , еквівалентна інтегральному 

рівнянню Фредгольма 

  
l l

dfxGduxGxu
0 0

)(),()(),()( , ),,0( lx                                (1.16) 

]),0([ lCu , 

де G − функція Гріна оператора L . 

Доведення.  Якщо u − розв’язок крайової задачі (1.14), ( 1.15), то, застосовуючи 

теорему 1 із заміною f на fu  , отримаємо 

 
l

dfuxGxu
0

)]()()[,()( , 

тобто функція u задовольняє інтегральне рівняння (1.16). 

Навпаки, нехай функція ]),0([0 lCu   задовольняє інтегральне рівняння (1.16).  

Розглянемо крайову задачу 
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,0 fuLu    LMu ,   

,0)(1 uU   0)(2 uU . 

На підставі теореми 1  єдиний розв’язок цієї задачі можна подати у вигляді 

0

0

0 )]()()[,()( udfuxGxu
l

  , 

звідки випливає, що  
LMu 0

 і задовольняється рівняння 

,00 fuLu   

тобто 
0u  є розв’язком крайової задачі (1.14), ( 1.15). Теорема доведена. 

 

Важливим випадком задач на власні значення є задача Штурма-Ліувілля: 

,0)(  uquup  ),0( lx ,                                            (1.17)               

,0)0()0( 11  uu  ,0)()( 22  lulu                                  (1.18)   

 де ]), ,0([1 lCp  ]) ,0([ lCq , причому 0)( xp  для   lх ,0 , ,022  ii  }.2 ,1{i  

Згідно з теоремою 2   крайова задача (1.14), (1.15) з 0f  перетворюється  в задачу 

Штурма-Ліувілля  і, відповідно, задача Штурма-Ліувілля  (1.17), (1.18) еквівалентна  

задачі на власні значення однорідного інтегрального рівняння 

 
l

duxGxu
0

)(),()( ,  lх ,0 , 

за умови, що  0  не є власним значенням оператора L . 

 

Приклад 1. Звести крайову задачу  

















 









 


,0
2

)0(

,
2

,0   ,

uu

xxuu

 

до інтегрального рівняння. 

◄ Спочатку знайдемо функцію Гріна  G  задачі 

















 









 


.0
2

)0(

,
2

,0  ,)(

uu

xxxu
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Оскільки лінійно незалежними розв’язками однорідного рівняння 0)(  xu , які 

задовольняють крайові умови 0)0( u  і 0
2








 
u , відповідно є функції xxu )(1  і 

2
)(


 xxu , то функцію Гріна будуємо у вигляді 
























,
2

,
)(

)()(

,0,
)(

)()(

),(
21

21

x
W

xuu

x
W

uxu

xG  

де    .
211

2)(







W  

Отже,                             





































.
2

,1
2

,0,1
2

),(

xx

xx

xG  

Далі,  отримуємо для розв’язку u даної задачі таке інтегральне рівняння 

 

 


2

0

2

0

),()(),()( dxGduxGxu , 




 


2
,0x , 

де  інтеграл      

,
246

1
1

2
1

2
),(

2
3

2
2

0

2

0

xxdxd
x

dxG
x

x 


























 



 






 


2
,0x . 

Таким чином, наша крайова задача звелась до інтегрального рівняння: 

 
2

0

2
3

246

1
)(),()(




 xxduxGxu , 







 


2
,0x .► 
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Задачі для самостійного розв’язування  

 

Звести до інтегральних рівнянь наступні крайові задачі. 

1. , 2xuu  ,
2

,0 






 
x  0)

2
()0( 


 uu . 

     Відповідь:                    

,
9612

)( ),()(
342

0

x
x

duxGxu


 



 

                                          









































.
2

,1
2

 

,0, 1
2

),(   де

x
x

xx

xG
 

2. , xeuu   ),1,0(x  0)1()0(  uu . 

     Відповідь:                      

,1)( ),()(
1

0

  xexeduxGxu x  

                                       









.1)1(

,0,)1(
),(   де

xx

xx
xG  

3. ,12  xuu ),1,0(x  )1()0(  ),1()0( uuuu  . 

       Відповідь:                      

),51732(
6

1
)( ),()( 23

1

0

  xxxduxGxu  

                                 









.1     ,1)1(

,0,)2(1
),(   де

xx

xx
xG  

4.    , xeuu   ),1,0(x  )1()1(  ),0()0( uuuu  . 

       Відповідь:                         

,)( ),()(
1

0

  duxGexu x  

                                                       









.1)1(

,0,)1(
),(   де

xx

xx
xG  
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Розділ 2 

Функція Гріна  задачі Коші для параболічних рівнянь 

 

§1. Задача Коші для рівняння теплопровідності  

 

Розглянемо задачу про розповсюдження тепла в тонкому однорідному довгому 

стрижні з теплоізольованою бічною поверхнею за відсутності внутрішніх джерел тепла.  

Якщо стрижень достатньо довгий, то процеси в середній частині стрижня, далекій від 

його кінців, будуть залежати лише від початкового розподілу температури, температурні 

режими на кінцях стрижня не будуть істотно впливати на розподіл температури в 

стрижні протягом деякого проміжку часу. Тому можна вважати, що стрижень є 

нескінченним, крайові умови не враховуються. Математичною моделлю поставленої 

задачі буде 

   ,0   ,   ,2  txuau xxt R                                         (2.1) 

.   ),()0,( R xxxu                                                (2.2) 

Така задача називається задачею з початковою умовою або задачею Коші. 

Для розв’язування цієї задачі скористаємось спочатку методом відокремлення 

змінних.  

Будемо шукати ненульові частинні розв’язки рівняння (2.1) у вигляді 

 ).()(),( tTxXtxu                                                    (2.3) 

Підставимо (2.3) в (2.1) 

)()()()( 2 tTxXatTxX   

і відокремимо змінні    

,
)(

)(

)(

)(
2







xX

xX

tTa

tT
 

де λ  деяка стала.  Одержимо два рівняння  

,0)()( 2  tTatT     .0)()(  xXxX  

Загальний розв’язок першого рівняння  .)(
2

1

taeCtT   
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Оскільки ні при якому фіксованому x  температура )()(),( tTxXtxu   не може 

необмежено зростати за абсолютною величиною при  t , то λ повинно бути 

від’ємним. Тоді .sincos)( 32 xCxCxX   

Поклавши  ,2k  отримуємо 

,sincos)()( 32

22

1         , kxCkxCxXCtT take  
 

і з (2.3) 

,)Bsincos(),(
22

kxkxAtxu takek    

де .   , 3121 BCCACC   Сталі А та В залежать від k , яке набуває будь-яких дійсних 

значень, оскільки відсутні крайові умови. Отже, 

)sin)(B)cos((),(
22

kxkkxkAtxu takek                                (2.4) 

є частинним розв’язком рівняння (2.1) за  довільних )(kA  та  ).(kB  Інтегруючи (2.4) за 

параметром k , отримуємо розв’язок рівняння (2.1): 

.)sin)(B)cos((),(
22

dkkxkkxkAtxu take  




                            (2.5) 

Виберемо )(kA   та   )(kB   таким  чином,  щоб  виконувалась  початкова  умова  (2.2), 

 тобто 

).()sin)(B)cos(()0,( xdkkxkkxkAxu  




                              (2.6) 

Зобразимо функцію   інтегралом Фур’є та порівняємо з інтегралом із формули 

(2.6): 

,sin)(sincos)(cos
2

1

)(cos)(
2

1
)(             

dkdkkxdkkx

dxkdkx

 









































 

звідки дістанемо 

.sin)(
2

1
)(              ,cos)(

2

1
)( 





 









dkkBdkkA                 (2.7) 

Підставляючи (2.7) в (2.5),  отримуємо 
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.)(cos)(
2

1

sinsin)(
2

1
coscos)(

2

1
),(

22

22


















































dxkdk

dkkxdkkxdktxu

tak

tak

e

e

 

Змінимо порядок інтегрування dкxkdtxu take )(cos
2

1
)(),(

22




 








  та 

обчислимо внутрішній інтеграл, використовуючи парність підінтегральної функції і 

формулу  .    , 0
2

 cos
1 2

2

0

22














 c
c

kdк cck ee  

Остаточно маємо  

.0    ,    ,)(
 2

1
),(

2

2

4

)(
 




 







txd
ta

txu ta

x

e R                           (2.8) 

Отримана формула називається формулою Пуассона для розв’язку задачі Коші для 

рівняння теплопровідності на прямій. 

 

Теорема.  Нехай функція   із початкової умови (2.2) задовольняє умови: 

1) функція   неперервна на ;R  

2) .)(   :     0 MxxM  R      

Тоді функція u , що визначається формулою Пуассона (2.8), неперервна при 

0  ,  tx R , має неперервні частинні похідні xxt uu   ,  при 0  ,  tx R , задовольняє 

рівняння  теплопровідності (2.1) при 0   ,  tx R  і ).(),(lim   :),( 0
0

0

0

xtxux

xx
t






 

Зауваження:  

1. Доведення теореми, яке полягає в підстановці отриманого інтеграла в рівняння  

(2.1) та початкову умову (2.2) пропонуємо розглянути, наприклад, в [6, 7, 9, 11]. 

 

2. Зображення функції   інтегралом Фур’є можливий, якщо функцію   можна 

розкласти в ряд Фур’є на будь-якому обмеженому інтервалі та якщо інтеграл 




dxx)(  

збіжний.  
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§ 2. Фундаментальний розв’язок рівняння теплопровідності та його властивості  

 

Позначимо  

,0},{   
 2

1
);,( ,,4

)(
 

2

2









tx
ta

txG ta

x

e   R                             (2.9) 

тоді формула (2.8) набуде вигляду 

.0  , )();,(),( ,  




txdtxGtxu   R  

Функція );,( txG   як функція x  і t  є розв’язком одновимірного рівняння 

теплопровідності і задовольняє однорідну початкову умову при x . 

Виконання рівності xxt GaG 2  буде очевидним, якщо обчислити частинні похідні tG  

та ,xxG  вважаючи величини a  та   сталими відносно змінних x , t : 

;
4

)(

 2

1

 4

1
);,(

22

2
2

2

2

2

3

4

)(
 

4

)(
 

ta

x

tata
txG ta

x

ta

x

eet




 









 

;
4

)(2

 2

1
);,(

2

2

2

4

)(
 

ta

x

ta
txG ta

x

ex




 




 

.
4

2

 2

1

4

)(

 2

1
);,(

2

2

2

22

2
2

2

4

)(
 

4

)(
 

tatata

x

ta
txG ta

x

ta

x

eexx









 









 

 

Виконання початкової умови перевіримо, перейшовши до границі при 0t : 

  ,0
 2

1
lim);,(lim

2

2

00

4

)(
 











ta

x

e
ta

txG
tt

при .  x  

 

Функція G  називається  функцією Гріна задачі Коші або фундаментальним 

розв’язком одновимірного рівняння теплопровідності і має важливий фізичний зміст, 

пов’язаний з поняттям теплового імпульсу. 
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Фізичним тепловим імпульсом прийнято називати початковий розподіл 

температур вигляду 










),,(),(    ,0

),,(    ,
)(

00

000






xxx

xxxu
x  

де 0u   стала і 0  (рис.2.1).                                                                            

 

                                                                                   0u  

 

 

 

                                          0x                   0x                   0x                       x  

Рис. 2.1 

 

Такий початковий розподіл температури виникає, якщо в стрижень з нульовою 

початковою температурою у момент часу 0t  на відрізок ],[ 00  xx  раптово 

вводиться певна кількість тепла Q таким чином, що температура відрізка миттєво стає 

рівною 0u . Якщо площа перерізу стрижня S , то S2  об’єм розглянутого відрізка, а 

S2   його маса. Тоді при питомій теплоємності с матеріалу стрижня кількість тепла 

.2 0cuSQ   

 Потрібно відмітити, що температура  практично не може бути представлена 

розривною функцією, але вона (пунктирна лінія на рис. 2.1) буде ближче до цієї функції 

 , якщо підігрів стрижня буде різким та короткочасним. У точках 0x  та 0x  

функція   не визначена, але це не становить проблему, оскільки розривну функцію   

можна зобразити інтегралом Фур’є і його значення в цих точках дорівнює ,
2

0u
 тому  

вважаємо, що початкова температура в цих точках також дорівнює .
2

0u
 

Розв’язок задачі (2.1), (2.2) при такій початковій функції  за формулою (2.8) буде 

мати вигляд 

.0    ,   ,
 2

),(
0

0

2

2

0 4

)(
 




 







txd
ta

u
txu

x

x

ta

x

e R  
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На підставі теореми про середнє значення з інтегрального числення маємо 

,2
0

0

2

2

2

2

4

)
~

(
 

4

)(
 













x

x

ta

x

ta

x

ee d  

де  00

~
xx . Покладемо додатково cSQ  .  Тоді розв’язок задачі про 

тепловий імпульс набуде вигляду  

.
 2

1

 2

2
),(

2

2

2

2

0 4

)
~

(
 

4

)
~

(
 

ta

x

ta

x

ee
tata

u
txu













  

Розглянемо тепер точковий тепловий імпульс, який отримаємо спрямувавши    до 

нуля. Тоді ,
~

0x  а розв’язок  набуде вигляду 

.0    ,   ,),(
 2

1
),( 0

2

2
0

4

)(
 









txtx
ta

txu ta

xx

e R                     (2.10) 

 

 

Точковий тепловий імпульс є ще 

більшою абстракцією, ніж фізичний 

тепловий імпульс, але він також може 

бути приблизно реалізований, якщо, 

наприклад,  полум’я буде дуже вузьким. 

Розглянемо тепер, як поширюється 

тепло в стрижні після точкового 

імпульсу. Побудуємо графіки 

фундаментального розв’язку з 

фіксованим 0x  в різні моменти часу 

...0 321 ttt   . Такі криві називаються 

кривими Гауса.  

 

   G                           1tt   

             

                   

                                         2tt   

 

                                                3tt   

 

0                             0x                          x  

     

Рис. 2.2 

 

На рисунку 2.2 видно, що при ...    ,    ,     , 321 ttt   графіки   симетричні     відносно       

прямої 0xx  , причому максимуми досягаються при 0xx   (в тій точці, де був 

прикладений імпульс) і дорівнюють  .
 2

1

ita 
 Площа під кожною кривою дорівнює 
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.1
1

 2

1
),(

22

2

0
4

)(
 




















 




dd
ta

dxtx ee ta

x

 

Отже, кількість тепла в стрижні  залишається незмінною з плином часу. Для всіх 

значень 0t  майже все тепло зосереджене в малому околі точки 0x . З цього випливає, 

що при 0t  вся кількість тепла знаходиться в точці 0xx  , що дає миттєве точкове 

джерело тепла. Функцію G  часто називають функцією миттєвого точкового джерела. 

При 0t  в точках, відмінних від 
0x  

(
0xxh  ), функція ),(0 tx , як функція 

часу t , спочатку зростає від 0 до якогось 

максимального значення max , а потім 

монотонно спадає, прямуючи до нуля при 

t . При 0t  функція ),(0 tx  не 

визначена, а 

0
 2

1
lim),(lim

2

2
0

0
0

0

4

)(
 











ta

xx

e
ta

tx
tt

 

 

  

    

 

                       max  

 

 

  

      0                 maxt                                          t               

  

Рис. 2.3 

 

(для  обчислення  скористалися  правилом  Лопіталя). Максимальне значення 

набувається при 
2

2

0

max
2

)(

a

xx
t


  і дорівнює  ,

 2

1

0

max
xxe 

  (рис.2.3). 

Таким чином, температура в будь- якій точці 0xx   спочатку підвищується до 

max , а потім спадає до нуля. Максимальна температура в точці 0xx  обернено 

пропорційна відстані від цієї точки до точки прикладання імпульсу, а час, необхідний 

для досягнення цієї температури, прямо пропорційний квадрату вказаної відстані. 

Якщо застосувати фізичний зміст фундаментального розв’язку (2.9) до (2.8), то 

розв’язок задачі теплопровідності на необмеженому стрижні при початковій умові (2.2) 

можна розглядати як результат накладання температур, що виникають в точці х  в 

момент часу t  внаслідок неперервно розподілених по стрижню теплових імпульсів 

«інтенсивності» )(  в точці  , прикладених у момент .0t  
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Зауваження. У прикладних задачах при обчисленні інтеграла (2.8) часто 

використовується функція (рис. 2.4) 

 ,
 

2
)(

0

2

 





z

dz e                                         (2.11) 

яка називається функцією помилок та займає важливе місце в теорії ймовірностей. Ця 

функція має такі властивості:                                                                         

1.  ,1)(     ,1)(                                                        1   

2. ;0)0(                                                                                                                    z   
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Для значень функції помилок існують спеціальні таблиці.  

 

Розглянемо неоднорідну задачу Коші на прямій 
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Приклад 1.  Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на прямій 
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Зробимо заміну змінних 
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Розглянемо кожен інтеграл окремо і зведемо його до інтеграла помилок 
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Графіки розв’язків при  0t  схематично подано на рисунку 2.5.      ►      

                           

Приклад 2.  Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на прямій 
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Отримаємо після підстановки в інтеграл 
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Зробимо заміну змінних 
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Графіки розв’язків при  0t  подано на рисунку 2.6. ► 

 

 

Приклад 3.  Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на прямій 
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Зробимо заміну змінних 
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Рис. 2.7 

 

Зробимо внесення під знак диференціала в першому інтегралі, а в другому  
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Отже, розв’язок задачі визначається формулою 
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Графіки розв’язків при  0t  зображено на рисунку 2.7. ► 

 

 

Приклад 4.   Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на прямій 
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◄ Застосуємо формулу (2.12): 
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Розглянемо кожний інтеграл окремо, позначивши перший інтеграл через 1I , а другий 

− 2I . 

Зробимо таку заміну змінних в інтегралі 1I : 
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Рис. 2.8 
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Графіки розв’язків при  0t  представлено на рисунку 2.8. ► 

 

 

Приклад 5.  Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на прямій 
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1
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◄ Застосуємо формулу (2.12): 
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Користуватимемося формулою Ейлера  sincos iie , за допомогою якої маємо 
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Обчислимо інтеграл І. Окремо розглянемо показник степеня 
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Рис. 2.9 

Отже, розв’язок задачі визначається формулою 
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Графіки розв’язків при  0t  подано на рисунку 2.9. ► 

 

 

 

Задачі для самостійного розв’язування 

 

Розв’язати задачу Коші для рівняння теплопровідності на прямій. 

1.                                                    ,0  ,   ,4  txuu xxt  R  
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§3. Властивості розв’язків задачі Коші для рівняння теплопровідності  

 

Лема 1. Якщо функція   є непарною функцією ( )()( xx   ), то розв’язок задачі 

(2.1),  (2.2) дорівнює  нулю  при 0x , тобто 0),0( tu  для всіх .0t  

Доведення.  Підставимо в формулу Пуассона (2.8) :0x  

.)(
 2

1
),0(

2

2

4
 














d
ta

tu tae  

Підінтегральна функція є непарною як функція змінної ,  оскільки є добутком непарної 

функції   та парної  .
2

2

4
 

tae




 Інтеграл від непарної функції по проміжку, симетричному 

відносно початку координат, дорівнює нулю. 

Отже, .0),0( tu  Лема доведена. 

Лема 2. Якщо функція   є парною функцією ( )()( xx   ), то похідна за 

просторовою змінною розв’язку задачі (2.1),  (2.2) дорівнює  нулю  при 0x , тобто 

0),0( tux  для всіх .0t  

Доведення: Продиференцюємо функцію u , задану формулою Пуассона (2.8), за .x  
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У результат підставимо :0x          
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Підінтегральна функція є непарною функцією змінної ,  оскільки вона є добутком 

непарної функції   та парних  )(  та .
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tae
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 Інтеграл від непарної функції по 

проміжку, симетричному відносно початку координат, дорівнює нулю. 

Отже, .0),0( tux  Лема доведена. 
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§4.  Мішані задачі для рівняння теплопровідності в напівобмеженому інтервалі 

 

Розглянемо задачу про розподіл тепла поблизу одного з кінців тонкого однорідного 

стрижня з теплоізольованою бічною поверхнею. У такому випадку температурний режим 

на іншому кінці не важливий. Тоді вважають, що цей кінець знаходиться на 

нескінченності і задача розглядається в напівобмеженому інтервалі ),0( x , тобто 

математично виникає мішана задача для рівняння теплопровідності. 

 

І.  Розв’яжемо мішану задачу за умови, що на кінці 0x  стрижня задано нульову 

температуру 

  ,0   ,0   ,2  txuau xxt                                           (2.13) 

,0   ),()0,(  xxxu                                                 (2.14) 

 .0   ,0),0(  ttu                                                                 (2.15) 
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Отже, розв’язок задачі (2.13)(2.15) зображується у вигляді  

.0   ,0   ,)(
 2

1
),(

0

2

2

2

2

4

)(
 

4

)(
 


































txd
ta

txu ta

x

ta

x

ee           (2.16) 

 

Приклад. Розв’язати мішану задачу для рівняння теплопровідності на півпрямій 
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◄ Застосуємо формулу (2.16): 
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Зробимо заміну змінних: 

а)   для першого інтеграла 
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б)   для другого інтеграла 
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Розглянемо частинний випадок цього прикладу: 

 Нехай  ,01 x    ,2 lx   тоді  
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Графіки розв’язків при  0t  представлені на рисунку 2.10. Оскільки відсутній 

теплообмін із зовнішнім середовищем, то площа під кожною кривою (заштрихована 

область) має одне й те саме значення  l и0.► 

 

Задачі для самостійного розв’язування 

 

Розв’язати мішані задачі для рівняння теплопровідності на півпрямій. 
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2.                                       ,0    ,0     ,4  txuu xxt  
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 ІІ.  Розв’яжемо мішану задачу за умови, що кінець теплоізольований 

,0    ,0    ,2  txuau xxt
                                         (2.17) 

,0   ),()0,(  xxxu                                                 (2.18) 

           .0   ,0),0(  ttux                                                         (2.19) 
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Отже, розв’язок задачі (2.13)(2.15) можна зобразити у вигляді  
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Задачі для самостійного розв’язування 

 

Розв’язати мішану задачу для рівняння теплопровідності на півпрямій. 
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ІІІ.  Розв’яжемо мішану задачу за умови, що початкова температура стрижня 

дорівнює нулю, а на кінці 0 x  стрижня задано закон зміни температури 

,0    ,0   ,2  txuau xxt                                           (2.21) 

,0   ,0)0,(  xxu                                                       (2.22) 

 .0   ),(),0(  tttu                                                             (2.23) 

Розв’язок цієї задачі будемо шукати у вигляді 
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Доведемо, що u  задовольняє умови задачі. Для зручності проведемо заміну змінних 

за допомогою формул 
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Задовольнимо початкову умову (2.22): 
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Задовольнимо крайову умову (2.23): 
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Отже,  функція (2.24) є розв’язком задачі (2.21)(2.23).  

 

Приклад . Розв’язати мішану задачу для рівняння теплопровідності на півпрямій 
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Проведемо заміну змінних за формулами 
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Графіки розв’язків при  0t  схематично подано на рисунку 2.11.► 
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ІV.  Розв’яжемо мішану задачу за умови, що початкова температура стрижня 

дорівнює нулю, а на кінець 0 x  стрижня подається тепловий потік 

,0    ,0   ,2  txuau xxt                                           (2.25) 

,0   ,0)0,(  xxu                                                       (2.26) 

 .0   ),(),0(  tttux                                                              (2.27) 

Перевіримо, що розв’язок цієї задачі можна подати у вигляді 
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Звідси  очевидно випливає, що .2
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Тепер доведемо, що u  задовольняє умови задачі. Проведемо заміну змінних 
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Задовольнимо початкову умову (2.26): 
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Задовольнимо крайову умову (2.27): 
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Отже, функція (2.28) є розв’язком задачі (2.25)−(2.27). 
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Задачі для самостійного розв’язування 

 

1. Розв’язати мішану задачу для рівняння теплопровідності на півпрямій 
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Розділ 3 

Функція Гріна крайових задач  для рівнянь еліптичного типу 

 

§ 1. Формули Гріна 

 

Перш ніж перейти до власне розв’язування крайових задач для рівнянь еліптичного 

типу пригадаємо деякі факти з курсу математичного аналізу. 

 Розглянемо відому формулу Остроградського-Гаусса  
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де V  деяка область, обмежена достатньо гладкою замкненою поверхнею S, dxdydzds   

 елемент об’єму, d   елемент площі поверхні,    ,  ,   кути, що утворює зовнішня 

нормаль n


 до поверхні  S  з додатними напрямами координатних осей, а  RQP   ,  ,   

довільні диференційовні  функції аргументів .  ,  , zyx  

Нехай ),,( zyxuu   та ),,( zyxvv    функції, неперервні разом зі своїми першими 

похідними в SV   та мають неперервні другі похідні всередині V. 
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Далі перепишемо інтеграл з лівої частини останньої рівності у вигляді 
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а з правої частини – у вигляді 
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Тоді формула (3.2) набуде вигляду 
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Якщо поміняти місцями функції  u та v, то матимемо  
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Узявши різниці лівих і правих частин останніх двох рівностей, отримаємо другу 

формулу Гріна 
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Формулу Гріна можна застосувати й у випадку, коли область V обмежена декількома 

поверхнями. При цьому поверхневі інтеграли в правій частині беруться по всіх 

поверхнях, що обмежують область V. Наприклад,  
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Для двовимірного випадку існує аналогічна формула. 

Нехай ),( yxuu   та ),( yxvv    функції, неперервні разом зі своїми першими 

похідними в D  та мають неперервні другі похідні всередині D , де D   плоска 

область, а 21    її межа. Тоді 
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де d   елемент довжини дуги кривої, 
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


 , 

ln





  похідна за напрямом 

зовнішньої до кривої l  нормалі  2,1l . 

 

 

§ 2. Задача Діріхле для рівняння Лапласа на площині 

 

I. Будемо шукати таку функцію, що задовольняє рівняння Лапласа всередині деякої 

області 2
RD  обмеженої замкненою кривою DC  , та набуває заданих значень на 

самій кривій (межі), тобто розглянемо задачу  

   0u  в  D ,                                                                      (3.5) 

.gu
C
                                                                               (3.6) 

Фізичною інтерпретацією такої задачі може слугувати задача про потенціал 

електростатичного поля всередині області,  якщо відомий потенціал на контурі. 

Виберемо всередині області довільно фіксовану 

точку М0 ).,( 00 yx  Навколо точки побудуємо коло C  

радіуса   з центром у точці  М0,  яка  повністю  лежить  

всередині області D . Між двома контурами C  та C  

розташована область, яку позначимо через Т (рис. 3.1). 

Нехай тепер точка Р ),( yx  області D  відмінна від М0. 

Відстань між цими точками 
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Рис. 3.1 

Позначимо через n


 зовнішню нормаль до контуру C , а через 1n


  до кола C  (цей 

вектор напрямлений всередину, оскільки внутрішня частина кола не належить тілу Т, 

тобто є зовнішньою областю). 
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Ця функція є гармонічною (задовольняє рівняння Лапласа) в усіх точках області  D  

крім точки М0. Перевірити цей факт можна простою підстановкою функції у рівняння 

:0  

   
.

)()(

)()(

2

1

)()(

)(2

2

1

)()(

1

2

1

,
)()(

)(

2

1

22

0

2

0

2

0

2

0

22

0

2

0

2

0

2

0

2

0

2

2

2

0

2

0

0

yyxx

yyxx

yyxx

xx

yyxxx

yyxx

xx

x

































 

Аналогічно 
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Отже, функція   є гармонічною. 

 

Зауваження. При )0,0(),( 00 yx  функція 
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  називається 

фундаментальним розв’язком рівняння Лапласа на площині. Функція 
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
  називається ньютонівським потенціалом. Якщо в початку 

координат зосередити заряд ,q  то потенціал поля утвореного цим зарядом буде 
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Введемо ще одну функцію 1 , гармонічну в D  і таку, що вона збігається з 

функцією   лише на межі  :C  
CC

1 . 

Різницю функцій  1   називають функцією Гріна для області D  і позначають 
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Властивості функції Гріна: 

1. Функція Гріна є розв’язком однорідної задачі Діріхле для рівняння Лапласа 
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2.  0),;,( 00 yxyxG , при .),(),( 00 Dyxyx   

3.  Симетричність .),(),(),,;,(),;,( 000000 DyxyxyxyxGyxyxG       
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Розглянемо кожен інтеграл окремо.  

На підставі умов  (3.6) і (3.9) другий інтеграл дорівнює 
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Для обчислення першого інтеграла введемо полярні координати,  взявши за центр 
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Спрямуємо   до нуля та знайдемо границі  інтегралів  з правої частини. Оскільки 

функції u  та 1  гармонічні, то на підставі властивостей гармонічних функцій вони 

разом зі своїми похідними обмежені. Тоді  
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 Отже, для  розв’язку задачі Діріхле (3.5), (3.6) маємо 

.),( 00  dg
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G
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                                                           (3.10) 

Формула (3.10) дає розв’язок у будь-якій точці М0 області D   за умови, що відома 

функція Гріна для відповідної області. 

Задача Діріхле для рівняння Пуассона  

fu    в ,D  

gu
C
  

розв’язується аналогічним чином. Її розв’язок може бути зображений у вигляді 

.),(),;,(),( 0000 dxdyyxfyxyxGdg
n

G
yxu

DC C
 




               (3.11) 

 

Зауваження. Функція Гріна є функцією двох точок ),( yx  та ),( 00 yx , причому 0x  і 0y  

є основними змінними, а yx, – параметричними змінними. Інтегрування іде саме за 

).,( yx  

 

ІІ. Побудова функції Гріна в деяких випадках проводиться методом симетричних 

(дзеркальних) або електростатичних відображень. Ідея полягає в застосуванні фізичного 

змісту фундаментального розв’язку рівняння Лапласа (ньютонівського потенціалу).  
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Навколо одиничного заряду в точці М0 ),( 00 yx  утворюється електростатичне поле, 

потенціал якого в точці ),( yxP  дорівнює  
0

1
ln

PMr
. Функція Гріна 

100  
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1
ln
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1
),;,( 


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PMr
yxyxG , після множення на ,2  є сумою потенціалу в точці ),( yx  

поля, утвореного зарядом в точці М0,  і потенціалу поля, утвореного зарядами 

(електростатичними зображеннями), що розташовані поза областю D  та компенсують 

поле заряду в точці М0 на межі .D   

Алгоритм пошуку: 

1) вибираємо всередині області довільно фіксовану точку М0 ),( 00 yx   та помістимо в 

неї одиничний  додатний електричний заряд; 

2) будуємо точку М1, симетричну відносно межі області, та помістимо в неї від’ємний 

заряд ( q ) (у випадку, коли межа складається з кількох частин, побудова 

проводиться відносно кожної частини, а на отримані точки знову проводиться 

операція відображення з використанням протилежних зарядів); 

3) виписуємо функцію Гріна, причому ,ln
2

1

1

 1

PMr

q


  та перевіряємо умову рівності 

нулю G на межі. 

Для певних областей реалізувати цей алгоритм достатньо легко. Крім того, якщо 

відома функція Гріна для певної області ,D  то за формулою (3.11) можна отримати 

розв’язки всіх задач Діріхле в цій області. 

 

Приклад 1.    Розв’язати задачу Діріхле для рівняння Пуассона на півплощині:  
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◄ Скористаємось формулою (3.11) 
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Знайдемо функцію Гріна методом електростатичних відображень. 
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Виберемо довільно всередині області D  точку 

М0 ),( 00 yx  і помістимо в неї додатний одиничний 

електричний заряд. Потенціал поля цього заряду в точці 
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. Побудуємо 

точку М1 ),( 00 yx   симетричну точці М0 відносно осі ОХ  

межі області D (рис. 3.2). Помістимо в цю точку 

одиничний від’ємний      заряд.        Його      поле      має       
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Перепишемо функцію Гріна у більш зручному вигляді, використовуючи властивості 

логарифмів 
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Знайдемо похідну функції G  за напрямом зовнішньої до межі області D  нормалі 
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Отже, розв’язком заданої задачі є 
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Приклад 2. 

Знайти стаціонарний розподіл температури на верхній півплощині, якщо на її межі  
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Приклад 3. 

Розв’язати задачу Діріхле для рівняння Пуассона:  
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◄ Скористаємось формулою (3.11) 
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Знайдемо функцію Гріна методом електростатичних відображень. 
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Виберемо всередині області точку М0 ),( 00 yx  

та помістимо в неї додатний одиничний 

електричний заряд.  

Побудуємо точку М1 ),( 00 yx  , симетричну 

точці М0 відносно осі ОХ та точку М2 ),( 00 yx   

симетричну точці  М0 відносно осі ОУ. Помістимо 

в ці точки одиничні від’ємні заряди (рис. 3.3).   
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та  М2  відносно  осі  ОУ  та  ОХ  відповідно.  В  цій  

                    y    
),( 002 yxM                    ),( 000 yxM  

 

                )0,1(2 n


   

 

 

                                                      x     

                                           )1,0(1 n


 

                    

                                             

),( 003 yxM                          ),( 001 yxM   

                                   
 

Рис. 3.3 

точці розташуємо додатний одиничний заряд. Кількість точок зумовлена тим, що межа 

складається з двох частин. Отже,  
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Оскільки межа області D  складається з двох частин, то знайдемо похідні  від 

функції G  за напрямами )1,0(1 n


 та )0,1(2 n


 зовнішніх до меж області (осей ОХ та ОУ 

відповідно) нормалей. 

Тоді 
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Отже, розв’язок задачі  
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Зауваження. З наведених прикладів видно, що  формула (3.11) часто приводить до 

невласних інтегралів,  для їх збіжності крайові умови для u  повинні  достатньо добре 

поводитись на межі, зокрема, бути обмеженими. 

 

Задачі для самостійного розв’язування 

 

1. Знайти стаціонарний розподіл температури у верхній півплощині  
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2. Знайти стаціонарний розподіл температури в області 
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3. Знайти функцію Гріна задачі Діріхле в смузі: 
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§ 3. Задача Діріхле для рівняння Лапласа в крузі 

 

Будемо шукати функцію, що задовольняє рівняння Лапласа в крузі 

}|),{( 222 RyxyxD   радіуса R  та набуває заданих значень на колі 

}|),{( 222 RyxyxD  , тобто розв’язуватимемо задачу 

0u   в D ,                                                               (3.12) 

 .gu
D
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
                                                                    (3.13) 

Застосуємо метод електростатичних відображень для побудови функції Гріна. На 

відміну від попередніх прикладів, для кола замість симетричних точок потрібно будувати 

спряжені. Точки називаються спряженими відносно кола (сфери), якщо добуток 

відстаней від центра кола (сфери) до цих точок дорівнює квадрату радіуса. При побудові 

доцільно використовувати полярні координати. 
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Візьмемо всередині круга D  довільну точку 

М ),( 00 yx . Побудуємо точку, спряжену до точки М 

відносно кола D . Для цього проведемо через точку 

М хорду перпендикулярно до радіуса, що проходить 

через цю точку. Через кінці хорди проведемо 

дотичні до кола. Спряженою точкою буде точка M  

перетину цих дотичних з променем, на якому 

лежить відрізок ОМ (рис. 3.4). 
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Рис. 3.4 
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Зауваження.  Якщо М лежить всередині круга, то спряжена до неї точка лежить 

зовні. Точка, що лежить на колі, збігається зі своєю спряженою точкою. Для центра кола 

спряженої точки не існує. 

Функція Гріна для круга має вигляд  
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Легко переконатися безпосереднім диференціюванням, що ця функція задовольняє 

рівняння Лапласа. Доведемо, що .0
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З трикутників OPM та OPM  за теоремою косинусів маємо 
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Якщо точка Р потрапляє на коло D  )( 22 RyxOP  , то  
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Скористаємось формулою (3.11). Для цього перейдемо в цій формулі до полярних 
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Врахувавши, що в формулі (3.11)  Rdd , одержимо розв’язок задачі (3.12), (3.13) 

у вигляді 
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Формула (3.14) називається формулою Пуассона, інтеграл із неї – інтегралом    
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Зауваження. Розглянемо задачу Діріхле зовні круга D , тобто задачу 
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Приклад 1. 

Розв’язати таку задачу Діріхле в крузі 
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◄ Фізичною інтерпретацією поставленої задачі є задача про стаціонарний розподіл 

температури в тонкій однорідній круглій пластинці одиничного радіуса, якщо верхня 

половина межі підтримується за температури Т, а нижня  за нульової температури. 

Застосуємо формулу (3.14): 
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Зауваження. Для обчислення інтегралів такого типу зазвичай використовується 

універсальна тригонометрична підстановка. Але з курсу математичного аналізу відомо, 
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що іноді вона приводить до невласних інтегралів, тому до обчислення таких інтегралів 

необхідно підходити дуже обережно. 

 

Якщо точка М розташована у верхньому півкрузі, тобто ,0 0   то можна 

інтегрувати за допомогою універсальної тригонометричної підстановки  
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Спростимо вираз, скориставшись формулою 
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Якщо точка М розташована в нижньому півкрузі, тобто ,20   то можна 

інтегрувати за допомогою підстановки  
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Отже, розв’язок задачі  визначається формулою  
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Приклад 2. 

Побудувати функцію Гріна задачі Діріхле у верхньому півкрузі  
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◄ Застосуємо метод електростатичних 

відображень. 
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Рис. 3.5 

відносно осі ОХ (рис. 3.5).    
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Перевіримо, чи дорівнює вона нулю на межі півкруга D : 
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Отже, функцію Гріна виписано правильно. ► 
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Задачі для самостійного розв’язування 

 

1. Знайти функцію Гріна задачі Діріхле в чверті круга. 
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2. Розв’язати задачу Діріхле в півкрузі 
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3. Розв’язати задачу Діріхле в півкрузі 
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§ 4. Задача Діріхле для  рівняння Лапласа в просторових областях 

 

Будемо шукати функцію, що задовольняє рівняння Лапласа всередині замкненої 

поверхні VS  , яка обмежує область ,V  і набуває заданих значень на самій поверхні 

(межі області V ), тобто розв’язуватимемо задачу  
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0u     у  ,V                                                                      (3.15) 
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Фізичною інтерпретацією такої задачі може слугувати задача про потенціал 

електростатичного поля всередині тіла,  якщо відомий потенціал на поверхні, або про 
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3.6). Розглянемо тепер точку Р ),,( zyx  області V , 

відмінну від М0, і відстань між цими точками 

.)()()( 2

0

2

0

2

00
zzyyxxrPM    

Позначимо через n


 зовнішню нормаль до поверхні S , 

    

                    S                           n


 

                       
                             М0                                                                               
                                

                                    S              
1n


 

                                                       

                               

             Р  
 

              Т 

 

 

Рис. 3.6 

а через 1n


  до поверхні S (цей вектор напрямлений    всередину, оскільки внутрішня 

частина кулі, що обмежена S ,  не  належить області  Т,  тобто є  зовнішньою областю 

щодо Т).  Розглянемо функцію 

.
)()()(

1

4

11

4

1
2

0

2

0

2

00
zzyyxxrPM 




  

Ця функція задовольняє рівняння Лапласа (є гармонічною) в усіх точках області V , 
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Аналогічно 
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Отже, функція   є гармонічною. 

Введемо ще одну гармонічну в V  функцію 1  таку, що вона дорівнює функції   

лише на межі  :S  
SS

1 . 

Різницю функцій  1  називають функцією Гріна для області V  і позначають 

.
1

4

1
),,;,,( 11000  

0

 



PMr

zyxzyxG                                         (3.17) 

Функція Гріна є розв’язком однорідної задачі Діріхле для рівняння Лапласа 
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Приступимо тепер до одержання інтегрального зображення розв’язку задачі 

(3.15)(3.16). Розглянемо формулу (3.3) для області Т (див. рис. 3.6), де ),,( zyxuu    

розв’язок задачі (3.15), (3.16), а замість v  підставимо функцію Гріна 
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Розглянемо кожен інтеграл окремо.  
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На підставі умов (3.16) та (3.19) другий інтеграл дорівнює 
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Для обчислення першого інтеграла введемо сферичну систему координат з центром 
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Отже, розв’язок задачі Діріхле (3.15), (3.16) визначається формулою 





  dg

n

G
zyxu

S S

),,( 000 .                                            (3.20) 



 66 

Формула (3.20) дає розв’язок у будь-якій точці області V (точка М0 вибирається 

довільним чином) за умови, що відома функція Гріна для відповідної області. 

 

Розв’язок задачі Діріхле для рівняння Пуассона розв’язується аналогічним чином. 
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Зауваження. Побудова функції Гріна проводиться аналогічно до використаного для 

двовимірного випадку методу електростатичних відображень, відмінність полягає у 

вигляді фундаментального розв’язку рівняння Лапласа. 

 

Приклад 1. 

Розв’язати задачу Діріхле для рівняння Пуассона в півпросторі 
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Знайдемо функцію Гріна для півпростору методом електростатичних відображень. 
 

Візьмемо в півпросторі D  довільну точку  М0 ),,( 000 zyx  

та помістимо в неї додатний одиничний заряд. Потенціал 
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Побудуємо точку М1 ),,( 000 zyx   симетричну точці М0 

відносно площини ХОУ    межі області D (рис. 3.7).  
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Рис. 3.7 



 67 

Помістимо в цю  
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Знайдемо похідну функції G  за напрямом зовнішньої щодо області D  нормалі до 
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.),,( 000 Dzyx  ► 

 

Задачі для самостійного розв’язування 

 

1.   Знайти функцію Гріна задачі Діріхле в чверті простору. 
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2.   Знайти функцію Гріна задачі Діріхле у восьмій частині простору. 

Відповідь:      
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3.  Знайти стаціонарний розподіл температури в півпросторі 0z , якщо на його 

межі 0z  температура дорівнює нулю при ,0x  та одиниці при .0x   
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4. Розв’язати задачу Діріхле для рівняння Пуассона в півпросторі 
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§ 5. Задача Діріхле для рівняння Лапласа в кулі 
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Будемо шукати функцію, що задовольняє рівняння Лапласа всередині кулі 
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},  ),,{( 2222 RzyxzyxS   тобто розв’язуватимемо задачу 

0u   в D,                                                                   (3.23) 
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Методом електростатичних відображень побудуємо функцію Гріна. При цьому 

будемо використовувати сферичну систему координат з центром у початку координат. 

У точці М ),,( 000 zyx  кулі D помістимо  додатний 

одиничний електричний заряд (рис 3.8).  
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Рис. 3.8 

З трикутників OPM та OPM  за теоремою косинусів маємо 
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Скористаємось формулою (3.21). Для цього перейдемо до сферичних координат 
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Обчислимо .cos  Оскільки 
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То за допомогою скалярного добутку отримуємо 
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Тоді, враховуючи те, що  ddRd   sin2
, за формулою (3.21) одержуємо таке 

зображення розв’язку задачі (3.23), (3.24):  

, sin
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 



d
RR
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gdu        (3.25) 

де  .coscos)cos(sinsincos 000   

Формула (3.25) називається формулою Пуассона, а інтеграл з неї − інтегралом 

Пуассона задачі Діріхле для рівняння Лапласа в кулі. 

 

Зауваження. Формула Пуассона для задачі Діріхле зовні кулі D : 

0u  зовні D, 

gu
S
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має вигляд 
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Задачі для самостійного розв’язування 

 

1. Знайти стаціонарний розподіл температури в точках діаметра ,SN  що з’єднує 

полюси ( ),1,0,0( S  )1,0,0(N ) кулі радіуса ,R  якщо верхня частина сфери підтримується 

при одиничній температурі, а нижня  при нульовій. 

 

Відповідь:                          
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2. Знайти функцію Гріна задачі Діріхле  в половині кулі радіуса .R  

 

Відповідь:  
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3. Знайти функцію Гріна задачі Діріхле в чверті кулі радіуса .R  
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§ 5. Задача Неймана для рівнянь Лапласа та Пуассона 

 

Будемо розглядати другу крайову задачу (задачу Неймана) для рівняння Лапласа 

,   ,0 Dxu                                                                        (3.26) 
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





                                                                               (3.27) 

Тут ),,( zyxx   для тривимірного і ),( yxx   для двовимірного простору (площини), 

а 
n

u




 − похідна за напрямом зовнішньої до межі D  нормалі.  

Розглянемо другу формулу Гріна з першого параграфа цього розділу  
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Звідси, оскільки функція u  гармонічна в області D , то  
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



 dgd
n

u

DD

                                                  (3.28) 
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Аналогічна рівність виникає і в двовимірному випадку .0






 dgd
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DD

 

При виконанні умови (3.28) задача Неймана має розв’язок, причому різниця двох 

будь-яких розв’язків стала (якщо 21   , uu  − розв’язки задачі Неймана, то const21 uu ).  

Метод функції Гріна можна застосовувати і до розв’язування задачі Неймана.  

Якщо функція Гріна існує, то розв’язок задачі (3.26), (3.27) матиме вигляд 
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Функцією Гріна задачі Неймана в областях, межі яких містять нескінченно 

віддалену точку (півплощина, півпростір тощо), називається така функція );( 0xxG , яка є 

розв’язком крайової задачі  

   },{\   ,0 0xDxG                                               (3.30) 
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У випадку обмежених областей (круг, куля) не виконується умова (3.31), тому щоб 

уникнути цієї проблеми вводиться поняття узагальненої функції Гріна. 

Узагальненою функцією Гріна називається функція ),;();( );( 01 00  xxxxxxG   де 

2

0

2

0

2

0

0 

)()()(

1

4

1
);(

zzyyxx
xx


  для простору та 

2

0

2

0

0 

)()(

1
ln

2

1
);(

yyxx
xx


  для площини, а функція  );( 01  xx  повинна бути 
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причому  ,
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S
K   де S    площа поверхні D  в тривимірному випадку, та ,

1


K  де     

довжина кривої D  в двовимірному випадку. 

 

Розглянемо задачу Неймана для рівняння Пуассона 

,  в   Dfu   
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Розв’язок такої задачі має вигляд 
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Приклад 1. 

Розв’язати задачу Неймана для рівняння Пуассона в півпросторі 
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◄ Скористаємось формулою (3.32) 
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Рис. 3.9 
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Отже, розв’язком задачі  є функція 
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Приклад 2. 

Розв’язати внутрішню задачу Неймана для рівняння Лапласа в кулі 

}|),,{( 22223 RzyxzyxD  R  радіуса R : 
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де }.|R),,{( 22223 RzyxzyxS   

◄ Знайдемо узагальнену функцію Гріна.  

Виберемо точку М0 всередині кулі D  та введемо сферичні координати таким чином, 

щоб центр системи координат сбігався з центром кулі, а вісь OZ проходила через саму 
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точку М0. Тоді ).0,0,( 00 M  Точкою, спряженою до М0 відносно сфери  D , є ),0,0,( 00
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Розв’язок не залежить від   і за методом Фур’є може бути знайдений у вигляді ряду 

за функціями Лежандра 
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Звідси, порівнюючи коефіцієнти, отримуємо 
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Узагальнена функція Гріна 
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На межі області D 
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Тоді, використавши (3.78) і врахувавши, що ,0


dg
D

 одержимо розв’язок задачі 

Неймана для рівняння Лапласа в кулі 
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Отримана формула має назву формули Неймана.► 

 

Задачі для самостійного розв’язування 

 

1. Розв’язати задачу Неймана для рівняння Пуассона в області 
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2. Знайти функцію Гріна задачі Неймана в чверті простору. 

Відповідь:  
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3. Знайти функцію Гріна задачі Неймана в крузі радіуса .R  
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Завдання до розрахункової роботи 

 

Задача 1. За допомогою функції Гріна розв’язати крайові задачі:  

 

1.1   )(xfuu  ,  0)0(   ,0)(  uu . 

1.2   )(xfuu  ,  0)1(   ,0)0(  uu . 

1.3   )(xfu  ,  0)1()0(   ,0)1()0(  uuuu . 

1.4   )(22 xfuxux  , 0)3(   ,0)1(  uu . 

1.5   )(xfuux  , 0)4(   ,0)2(  uu . 

1.6   )(xfuu  ,  0)2()2(   ,0)0(  uuu . 

1.7   )(xfuu  ,  )1()0(   ),1()0( uuuu  . 

1.8    )(xfuu  ,  )1()0(   ),1()0( uuuu  . 

1.9    )(xfu  ,  0)()0(   ,0)()0(  uuuu . 

1.10   )(xfu  ,  0)0(   ,0)(  uu  . 

1.11   )(22 xfuux  , 0)2(2)2(   ,0)1(  uuu . 

1.12   )(2 xfuuxux  , 0)2()1(   ),2(2)1(  uuuu . 

1.13   )(2 xfuux  , 0)3(   ,0)1(  uu . 

1.14   )(42 xfuuxux  , 0)3(   ,0)1(  uu . 

1.15    xuu  ,  0
2

)0( 






 
 uu . 

1.16   xuux  , 0)1()(  ueu . 

1.17   xeuu 2 , 0)()(   ),0()0(  luluuu . 

1.18   2xuu  ,  0
2

)0( 






 
 uu . 

1.19   12shuu  ,  0)1()0(  uu . 

1.20   xuu cos ,  0
2

)0( 






 
 uu . 

1.21   xuu  cos2 ,  )1()0(   ),1()0( uuuu  . 
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1.22   xeu  ,  )1()1(   ),0()0( uuuu  . 

1.23   12  xu ,  )1()0(   ),1()0( uuuu  . 

1.24     xuu 2 ,  0)(   ,0)0(  uu . 

1.25   1 uu ,  0)(   ,0)0(  uu . 

1.26   )(xfuux  , 0)2(2)2(3   ,0)1()1(  uuuu . 

 

Задача 2.  Розв’язати задачу Коші для однорідного рівняння теплопровідності на прямій: 

:)  ,0(  xt  

 

2.1          ,2 xxt uu   

          .)0,( 42 2 xxexu   

 

2.2     ,3 xxt uu   

          .)0,(
23 xxexu   

 

2.3        ,4 xxt uu   

          .)0,( 25 2 xxexu   

 

2.4         ,5 xxt uu   

          .)0,( 23 2 xxexu   

 

2.5       ,6 xxt uu   

          .)0,(
23 xxexu   

 

2.6        ,2 xxt uu   

          .)0,( 52 2 xxexu   

 

2.7       ,3 xxt uu   

          .)0,( 52 xxexu   

2.8       ,4 xxt uu   

          .)0,( 26 2

  xxexu  

 

2.9       ,5 xxt uu   

          .)0,(
25 xxexu   

 

2.10       ,6 xxt uu   

           .)0,( 75 2 xxexu   

 

2.11        ,2 xxt uu   

           .)0,(
29 xxexu   

 

2.12     ,3 xxt uu   

          .)0,( 38 2 xxexu   

 

2.13       ,4 xxt uu   

           .)0,( 73 2 xxexu   

 

2.14       ,5 xxt uu   

           .)0,( 37 2 xxexu   
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2.15         ,6 xxt uu   

           .)0,( 95 2 xxexu   

 

2.16       ,2 xxt uu   

           .)0,(
28 xxexu   

 

2.17       ,3 xxt uu   

           .)0,( 32 2 xxexu   

 

2.18        ,4 xxt uu   

           .)0,( 47 2 xxexu   

 

2.19       ,5 xxt uu   

           .)0,( 56 2 xxexu   

 

2.20       ,6 xxt uu   

           .)0,( 78 2 xxexu   

 

2.21      ,2 xxt uu   

           .)0,( 29 2 xxexu   

 

2.22        ,3 xxt uu   

           .)0,( 94 2 xxexu   

 

2.23      ,4 xxt uu   

           .)0,( 95 2 xxexu   

 

2.24      ,5 xxt uu   

           .)0,( 65 2 xxexu   

 

2.25       ,6 xxt uu   

           .)0,(
29 xxexu   

 

2.26        ,7 xxt uu   

           .)0,( 58 2 xxexu   

 

Задача 3.  Розв’язати задачу Коші для неднорідного рівняння теплопровідності на прямій 

:)  ,0(  xt  

 

3.1       ,234 2 txtuu xxt   

          .37)0,( 2 xxxu   

 

3.2     ,549 2 txtuu xxt   

          .95)0,( 2 xxxu   

 

3.3     ,2316 2 txtuu xxt   

          .8)0,( 2 xxxu   

3.4     ,7225 2 txtuu xxt   

          .32)0,( 2 xxxu   

 

3.5     ,534 2 txtuu xxt   

          .47)0,( 2 xxxu   

 

3.6       ,369 2 txtuu xxt   

          .56)0,( 2 xxxu   
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3.7     ,9416 2 txtuu xxt   

          .78)0,( 2 xxxu   

 

3.8     ,3825 2 txtuu xxt   

          .29)0,( 2 xxxu   

 

3.9     ,754 2 txtuu xxt   

          .94)0,( 2 xxxu   

 

3.10    ,499 2 txtuu xxt   

           .95)0,( 2 xxxu   

 

3.11    ,8216 2 txtuu xxt   

           .65)0,( 2 xxxu   

 

3.12    ,3725 2 txtuu xxt   

          .9)0,( 2 xxxu   

 

3.13    ,564 2 txtuu xxt   

           .58)0,( 2 xxxu   

 

3.14    ,929 2 txtuu xxt   

           .42)0,( 2 xxxu   

 

3.15     ,9516 2 txtuu xxt   

           .3)0,( 2 xxxu   

 

3.16    ,3225 2 txtuu xxt   

           .25)0,( 2 xxxu   

 

3.17    ,674 2 txtuu xxt   

           .23)0,( 2 xxxu   

 

3.18    ,354 2 txtuu xxt   

           .3)0,( 2 xxxu   

 

3.19    ,639 2 txtuu xxt   

          .52)0,( 2 xxxu    

 

3.20    ,8916 2 txtuu xxt   

           .5)0,( 2 xxxu   

 

3.21    ,8325 2 txtuu xxt   

           .26)0,( 2 xxxu   

 

3.22    ,574 2 txtuu xxt   

           .5)0,( 2 xxxu   

 

3.23      ,979 2 txtuu xxt   

           .75)0,( 2 xxxu    

 

3.24    ,4816 2 txtuu xxt   

           .9)0,( 2 xxxu   

 

3.25    ,7325 2 txtuu xxt   

           .38)0,( 2 xxxu   

 

3.26     ,654 2 txtuu xxt   

           .73)0,( 2 xxxu 
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Задача 4.  Записати розв’язок задачі Діріхле для рівняння Пуассона в інтегральній формі 

за допомогою функції Гріна в області .3
RD  

4.1 },2,0:),,{( 3
RR  zyxzyxD . 

4.2 },0,1:),,{( 3
RR  zyxzyxD . 

4.3 },0,1:),,{( 3
RR  zyxzyxD . 

4.4 },0,2:),,{( 3
RR  zyxzyxD . 

4.5 },2,0:),,{( 3
RR  zyxzyxD . 

4.6 },0,3:),,{( 3
RR  zyxzyxD . 

4.7 }2,,0:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.8 }0,,1:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.9 }1,,0:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.10 }1,,0:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.11 }0,,3:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.12 }0,,2:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.13 }1,0,:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.14 }0,1,:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.15 }3,0,:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.16 }0,2,:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.17 },4,0:),,{( 3
RR  zyxzyxD . 

4.18 },0,4:),,{( 3
RR  zyxzyxD . 

4.19 }0,,4:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.20 }4,,0:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.21 }3,,0:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.22 }0,,4:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.23 }0,,4:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.24 },0,4:),,{( 3
RR  zyxzyxD . 

4.25 }4,,0:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

4.26 }5,0,:),,{( 3  zyxzyxD RR . 

 

Задача 5.  Записати розв’язок задачі Неймана для рівняння Пуассона в інтегральній 

формі за допомогою функції Гріна в області .2
RD  

  

5.1 }3,1:),{( 2  yxyxD R .  

5.2 }2,2:),{( 2  yxyxD R . 

5.3 }1,3:),{( 2  yxyxD R .     

5.4 }1,2:),{( 2  yxyxD R . 

5.5 }1,2:),{( 2  yxyxD R .       

5.6 }3,2:),{( 2  yxyxD R . 

5.7 }1,4:),{( 2  yxyxD R .   

5.8 }1,2:),{( 2  yxyxD R . 

5.9 }2,1:),{( 2  yxyxD R .     

5.10 }1,3:),{( 2  yxyxD R . 

5.11 }1,4:),{( 2  yxyxD R .  

5.12 }2,2:),{( 2  yxyxD R . 

5.13 }1,3:),{( 2  yxyxD R .       

5.14 }3,1:),{( 2  yxyxD R . 

5.15 }4,1:),{( 2  yxyxD R .       

5.16 }3,4:),{( 2  yxyxD R . 

5.17 }5,2:),{( 2  yxyxD R . 

5.18 }2,5:),{( 2  yxyxD R . 
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5.19 }3,5:),{( 2  yxyxD R . 

5.20 }2,4:),{( 2  yxyxD R . 

5.21 }2,3:),{( 2  yxyxD R . 

5.22 }5,4:),{( 2  yxyxD R . 

5.23 }3,4:),{( 2  yxyxD R . 

5.24 }3,4:),{( 2  yxyxD R . 

5.25 }2,5:),{( 2  yxyxD R . 

5.26 }3,6:),{( 2  yxyxD R .
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