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Вступ

У даному методичному посiбнику наведено основнi числовi, iнте-
гральнi та iзопериметричнi нерiвностi, а також задачi, якi допоможуть
закрiпити матерiал.

Iснують класичнi, добре вiдомi монографiї, цiлком присвяченi нерiв-
ностям, однак ми вважаємо корисним мати велику кiлькiсть важливих
нерiвностей, зiбраних в одному мiсцi та викладених у єдиному стилi без
доведень. Це безумовно полегшує сприйняття матерiалу та допомогає
створенню загальної картини, що є дуже важливим для студентiв. Крiм
того, наведений матерiал буде корисним не лише студентам, але й аспi-
рантам та науковим працiвникам. Добре вiдомо, що час вiд часу виникає
необхiднiсть освiжити або уточнити формулювання того чи iншого ма-
тематичного факту.

Хочемо сказати декiлька слiв про структуру даного посiбника.
Перший роздiл присвячено числовим нерiвностям. Вони застосову-

ються в усiх роздiлах математики. Цiкаво, що нерiвностi Iєнсена та Ка-
рамати лежать в основi багатьох олiмпiадних задач, саме тому ми навели
декiлька прикладiв таких задач .

У другому роздiлi ми торкнулись питання обернення числових не-
рiвностей. Усiм вiдома проблема, коли при оцiнюваннi деякого виразу
потрiбно, щоб нерiвнiсть ”дивилась” в iнший бiк, причому змiннi, якi вхо-
дять до виразу, мiняються на скiнченному iнтервалi. Змiна знаку нерiв-
ностi за певних обмежень на змiннi якраз i становить задачу обернення
нерiвностей.

Третiй роздiл присвячено iнтегральним нерiвностям, якi часто за-
стосовуються у функцiональному аналiзi, диференцiальних рiвняннях та
математичнiй фiзицi. Для читання цього роздiлу потрiбне володiння по-
няттями iнтеграла Рiмана та Лебега. Також наведено декiлька прикла-
дiв, але для повноцiнного застосування iнтегральних нерiвностей необхi-
дно ще володiти теорiєю вкладення функцiональних просторiв.

В останньому роздiлi наведено декiлька основних iзопериметричних
нерiвностей, якi застосовуються в математичнi фiзицi. Ми розмiстили
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там деякi окремi факти з елементарної геометрiї, щоб сформувати у чи-
тача хоча б невелике уявлення про геометричнi нерiвностi. Бажаючi по-
глибити свої знання в цьому напрямку можуть знайти багато корисного
у наведенiй в кiнцi посiбника лiтературi.
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Числовi нерiвностi

1.Нерiвностi для модулiв:
для будь-яких дiйсних або комплексних чисел справджуються нерiвностi:

|a1 + a2 + ...+ an| ≤ |a1|+ |a2|+ ...+ |an|,

||a1| − |a2|| ≤ |a1 − a2| ≤ |a1|+ |a2|.

2.Нерiвностi для степенiв:
для довiльних a > −1, i n ∈ N, n > 1, має мiсце нерiвнiсть Бернуллi

(1 + a)n > 1 + na;

для довiльних a ≥ 0, b ≥ 0, p > 1, 0 < ε < 1 справджуються нерiвностi

ap + bp ≤ (a+ b)p ≤ 2p−1(ap + bp),

(a+ b)p ≤ (1 + ε)ap + c1(ε, p)b
p,

|a− b|p ≥ (1− ε)ap − c2(ε, p)bp.

3.Нерiвнiсть Кошi - Буняковського:
для довiльних дiйсних чисел a1, ..., an i b1, ..., bn:

(a1b1 + a2b2 + ...+ anbn)
2 ≤ (a21 + a22 + ...+ a2n)(b

2
1 + b22 + ...+ b2n).

нерiвнiсть Кошi з ε:
для довiльних чисел a ≥ 0, b ≥ 0, ε > 0

ab ≤ εa2 +
1

2ε
b2.

4.Нерiвнiсть Юнга:
для довiльних a ≥ 0, b ≥ 0, p > 1, q > 1, 1

p + 1
q = 1,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
;

нерiвнiсть Юнга з ε:
для довiльних чисел a ≥ 0, b ≥ 0, p > 1, q > 1, 1

p + 1
q = 1, ε > 0,

ab ≤ εap +
1

ε
1
p−1

1

p
1
p−1q

bq.
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5.Нерiвнiсть Iєнсена:
для довiльних дiйсних чисел xi i λi, i ∈ {1, ...n}, таких, що λi ≥ 0,

λ1+ ...+λn = 1 та опуклої донизу функцiї f (наприклад, якщо вона двiчi
неперервно диференцiйовна та f ′′ > 0) виконується нерiвнiсть

f(λ1x1 + λ2x2 + ...+ λn) ≤ λ1f(x1) + λ2f(x2) + ...+ λnf(xn).

Для опуклої вгору функцiї f (наприклад, коли f ′′ < 0) справджує-
ться нерiвнiсть

f(λ1x1 + λ2x2 + ...+ λn) ≥ λ1f(x1) + λ2f(x2) + ...+ λnf(xn).

Рiвнiсть досягається тодi й лише тодi, коли або x1 = ... = xn, або функцiя
f є лiнiйною на промiжку, де задано числа xi.

6.Нерiвностi для середнiх:
для довiльних додатних чисел a1, a2, ..., an правильнi нерiвностi:

n
1
a1

+ 1
a2

+ ...+ 1
an

≤ n
√
a1a2...an ≤

a1 + a2 + ...+ an
n

≤
√
a21 + a22 + ...+ a2n

n
.

Правильним є також бiльш загальне твердження. Позначимо через

Mα(a1, a2, ..., an) =
(aα1 + aα2 + ...+ aαn

n

) 1
α

середнє чисел a1, a2, ..., an порядку α ∈ R, α 6= 0. Середнє порядку 0

будемо розумiти як границю

M0(a1, a2, ..., an) = lim
α→0

Mα(a1, a2, ..., an).

Неважко перевiрити, що M0(a1, a2, ..., an) = n
√
a1a2...an. Також означимо

M+∞(a1, a2, ..., an) = max{ai};

M−∞(a1, a2, ..., an) = min{ai}.

Тодi для −∞ ≤ α ≤ β ≤ +∞ справджується нерiвнiсть :

Mα(a1, a2, ..., an) ≤Mβ(a1, a2, ..., an),
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причому рiвнiсть досягається лише при a1 = a2 = ... = an.

Зауважимо, що

M1(a1, a2, ..., an) =
a1 + a2 + ...+ an

n

- середнє арифметичне,

M0(a1, a2, ..., an) = n
√
a1a2...an

- середнє геометричне,

M−1(a1, a2, ..., an) =
n

1
a1

+ 1
a2

+ ...+ 1
an

- середнє гармонiчне,

M2(a1, a2, ..., an) =

√
a21 + a22 + ...+ a2n

n

- середнє квадратичне.
7.Нерiвностi для середнiх з вагою:

для довiльних додатних чисел a1, a2, ..., an та σ1, σ2, ..., σn, таких що
σ1 +σ2 + ...+σn = 1, середнiм з вагами порядку α ∈ R, α 6= 0 називаємо
число

Mα(a, σ) = (σ1a
α
1 + σ2a

α
2 + ...+ σna

α
n)

1
α .

Як i вище означимо

M0(a, σ) = aσ11 a
σ2
2 ...a

σn
n , M+∞(a, σ) = max{ai}, M−∞(a, σ) = min{ai}.

Тодi для −∞ ≤ α ≤ β ≤ +∞ правильна нерiвнiсть:

Mα(a, σ) ≤Mβ(a, σ),

причому рiвнiсть досягається лише при a1 = a2 = ... = an.

8.Нерiвнiсть Гюйгенса:
для довiльних чисел ai ≥ 0 виконується нерiвнiсть

(1 + a1)(1 + a2)...(1 + an) ≥ (1 + n
√
a1a2...an)

n.

8



9.Нерiвнiсть Мiнковського:
для невiд’ємних дiйсних чисел xi, yi, i ∈ {1, ...n} i числа p > 1 справ-
джується нерiвнiсть:( n∑

i=1

(xi + yi)
p
) 1
p ≤

( n∑
i=1

xpi

) 1
p

+
( n∑

i=1

ypi

) 1
p

.

При p < 1, p 6= 0 нерiвнiсть замiнюється на протилежну (при p < 0

додатково припускається, що xi 6= 0, yi 6= 0 ).
Узагальнена нерiвнiсть Мiнковського:

для невiд’ємних чисел xij ≥ 0, i ∈ {1, ...n}, j ∈ {1, ...m} i числа p > 1

виконується нерiвнiсть{ n∑
i=1

( m∑
j=1

xij

)p} 1
p ≤

m∑
j=1

( n∑
i=1

xpij

) 1
p

.

При p < 1, p 6= 0 нерiвнiсть замiнюється на протилежну (при p < 0

додатково припускається, що xij 6= 0).

Нерiвнiсть типу Мiнковського для добуткiв:
для натурального числа n та невiд’ємних чисел xi, yi виконується нерiв-
нiсть

n∏
i=1

(xi + yi)
1
n ≥

( n∏
i=1

xi

) 1
n

+
( n∏
i=1

yi

) 1
n

.

10.Нерiвнiсть Гельдера для сум:
для довiльних дiйсних або комплексних чисел a1, a2, ..., an, b1, b2, ..., bn та
чисел
p > 1, q > 1, таких, що 1

p + 1
q = 1 та n ∈ N справджується нерiвнiсть

n∑
i=1

|aibi| ≤
( n∑

i=1

|ai|p
) 1
p
( n∑

i=1

|bi|q
) 1
q

.

При 0 < p < 1 знак нерiвностi замiнюється на протилежний.
Узагальнена нерiвнiсть Гельдера для сум:

для довiльних чисел aij, чисел ρi ≥ 0 та степенiв pi, де
m∑
i=1

1

pi
= 1, i ∈ {1, ...n}, j ∈ {1, ...m},
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виконується нерiвнiсть∣∣∣ n∑
i=1

ρia1ia2i...ami

∣∣∣ ≤ ( n∑
i=1

ρi|a1i|p1
) 1
p1

( n∑
i=1

ρi|a2i|p2
) 1
p2 ...
( n∑

i=1

ρi|ami|pm
) 1
pm
.

11.Нерiвнiсть Чебишова для скiнченних монотонних послi-
довностей:
для довiльних дiйсних чисел a1≤ a2≤ ...≤ an, b1≤ b2≤ ...≤ bn правиль-
ною є нерiвнiсть

n∑
i=1

ai

n∑
i=1

bi ≤ n
n∑
i=1

aibi.

12.Нерiвнiсть Карамати:
нехай дано два впорядкованi набори з n дiйсних чисел

a = (a1, a2, ..., an), b = (b1, b2, ..., bn),

для яких ai ≥ ai+1, bi ≥ bi+1 при i ∈ {1, ...n − 1}. Кажуть, що набiр a
мажорує набiр b, якщо

a1 ≥ b1,

a1 + a2 ≥ b1 + b2,

...

a1 + a2 + ...+ an−1 ≥ b1 + b2 + ...+ bn−1,

a1 + a2 + ...+ an = b1 + b2 + ...+ bn.

Для довiльної опуклої донизу функцiї y = f(x), визначеної на деякому
промiжку та двох довiльних наборiв чисел a = (a1, a2, ..., an) i
b = (b1, b2, ..., bn) таких, що a мажорує b, справджується нерiвнiсть

f(a1) + f(a2) + ...+ f(an) ≥ f(b1) + f(b2) + ...+ f(bn).

З нерiвностi Карамати випливають нерiвностi Iєнсена, Кошi-Буняковського,
Гельдера, Мiнковського та багато iнших.

13.Нерiвнiсть Гiльберта:
для довiльних невiд’ємних чисел a1, ..., an, ..., та чисел p > 1, q > 1,
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таких, що
1
p + 1

q = 1, виконується нерiвнiсть

∞∑
m=1

∞∑
n=1

anbm
n+m

<
π

sin(πp)

( ∞∑
n=1

apn

) 1
p
( ∞∑
n=1

bqn

) 1
q

.

14.Нерiвнiсть Хардi:
для m ∈ {1, 2, ...∞} та довiльних невiд’ємних чисел a1, a2, ...am, p > 1 та

An =
n∑
i=1

ai справджується нерiвнiсть

m∑
n=1

(An

n

)p
≤
( p

p− 1

)p m∑
n=1

apn.

15.Нерiвнiсть Карлемана:
для довiльних невiд’ємних чисел a1, a2, ..., an, ... виконується нерiвнiсть

∞∑
n=1

(a1a2...an)
1
n ≤ e

∞∑
n=1

an.

Стала e є точною.
16.Нерiвнiсть Карлсона:

для довiльних невiд’ємних чисел a1, a2, ..., an, ... виконується нерiвнiсть( n∑
i=1

ai

)4
≤ π2

n∑
i=1

a2i

n∑
i=1

i2a2i .

Стала π2 є точною.
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Обернення числових нерiвностей

Припустимо, що нерiвнiсть f(x1, x2, ..., xn) ≥ g(x1, x2, ..., xn) справджує-
ться для всiх додатних чисел x1, x2, ..., xn. Оберненою до цiєї нерiвностi
називатимемо нерiвнiсть типу f(x1, x2, ..., xn) ≤ L · g(x1, x2, ..., xn), яка,
зрозумiло, виконується за певних обмежень на числа x1, x2, ..., xn.

Наступнi три нерiвностi є рiзними варiантами обернення класичної
нерiвностi Кошi-Буняковського.

1. Нерiвнiсть Полiа - Сеге:
якщо 0 < m1 ≤ ak ≤M1, 0 < m2 ≤ bk ≤M2 для всiх k ∈ {1, 2, ...n}, то

n∑
k=1

a2k ·
n∑
k=1

b2k ≤
1

4

(√M1M2

m1m2
+

√
m1m2

M1M2

)2( n∑
k=1

akbk

)2
.

2. Нерiвнiсть Канторовича:
якщо 0 < m ≤ pk ≤M для всiх k ∈ {1, 2, ...n}, то

n∑
k=1

pku
2
k ·

n∑
k=1

1

pk
u2k ≤

1

4

(√M

m
+

√
m

M

)2( n∑
k=1

u2k

)2
.

3. Нерiвнiсть Уотсона:
якщо 0 < m1 ≤ ak ≤M1, 0 < m2 ≤ bk ≤M2 для всiх k ∈ {1, 2, ...n}, тодi

n∑
k=1

a2kx
2
k ·

n∑
k=1

b2kx
2
k ≤

1

4

(√M1M2

m1m2
+

√
m1m2

M1M2

)2( n∑
k=1

akbkx
2
k

)2
.

4. Обернення нерiвностi Мiнковського:
для чисел xij ≥ 0, i ∈ {1, 2, ...n}, j ∈ {1, 2, ...m}, справджується нерiв-
нiсть √

min(m,n) ·
{ n∑

i=1

( m∑
j=1

xij

)2} 1
2 ≥

m∑
j=1

( n∑
i=1

x2ij

) 1
2

.

5. Обернення нерiвностi для середнiх:
нехай числа a1, a2, ..., an задовольняють умови 0<m≤ak ≤M , тодi при
s > r > 0 є правильною нерiвнiсть

Ms(a1, ..., an)

Mr(a1, ..., an)
≤
( r

M r−mr

) 1
s
(M s−ms

s

) 1
r
(M smr−M rms

s− r

) 1
s−

1
r

.
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Приклади та задачi

1. Не використовуючи нерiвнiсть для середнiх, довести нерiвнiсть
a+b+c

3 ≥ 3
√
abc, при невiд’ємних a, b, c.

Розв’язання
Використаємо для цього нерiвнiсть Iєнсена з опуклою вгору функцiєю
f(x) = ln x. Маємо:

ln (
1

3
a+

1

3
b+

1

3
c) ≥ 1

3
ln a+

1

3
ln b+

1

3
ln c,

пiсля потенцiювання ми отримаємо необхiдну нерiвнiсть.

2. Для довiльних невiд’ємних a, b та p ∈ (0, 1) довести нерiвностi

2p−1(ap + bp) ≤ (a+ b)p ≤ ap + bp.

Розв’язання
Для доведення першої нерiвностi застосуємо нерiвнiсть Iєнсена для опу-
клої догори функцiї f(x) = xp, p ∈ (0, 1). Маємо

(
1

2
(2a) +

1

2
(2b))p ≥ 1

2
(2a)p +

1

2
(2b)p = 2p−1(ap + bp).

Друга частина оцiнки випливає з нерiвностi №2, с.6, оскiльки 1
p > 1 та

a+ b = (ap)
1
p + (ap)

1
p ≤ (ap + bp)

1
p .

3. Для довiльних ai ≥ 0, таких що a1+a2+...+an = 1, довести нерiвнiсть

a21 + a22 + ...+ a2n ≥
1

n
.

Розв’язання
Застосуємо нерiвнiсть Iєнсена для функцiї f(x) = x2. Отримаємо

(
a1 + a2 + ...+ an

n
)2 ≤ 1

n
(a21 + a22 + ...+ a2n),

13



звiдки i випливає наша нерiвнiсть.

4. Для довiльних додатних чисел a та b довести нерiвнiсть(a+ b

2

)a+b
≥ abba.

Розв’язання
З елементарної оцiнки та нерiвностi для середнiх з вагою випливає

a+ b

2
≥ 2ab

a+ b
=

b

a+ b
a+

a

a+ b
b ≥ a

b
a+bb

a
a+b .

Пiднiсши обидвi частини нерiвностi до степеня a+b, отримаємо бажаний
результат.

5. Пiдiбрати такi додатнi коефiцiєнти a, b, c, щоб для всiх x ≥ 0, y ≥ 0

справджувалась нерiвнiсть

ax5 + bx3y2 + cxy4 ≥ x2y3.

Розв’язання
Застосуємо нерiвнiсть для середнiх з вагою

ax5 + bx3y2 + cxy4 ≥ x5a(x3y2)b(xy4)c,

звiдки отримаємо систему рiвнянь
a+ b+ c = 1,

5a+ 3b+ c = 2,

2b+ 4c = 3,

a ≥ 0, b ≥ 0, c ≥ 0.

Ця система має безлiч розв’язкiв, якi пов’язанi параметром p. Цей пара-
метр ми оберемо так, щоб розв’язки були невiд’ємними:

a = p− 1

2
, b =

3

2
− 2p, c = p.
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Обираємо довiльне число p, яке задовольняє систему нерiвностей
p ≥ 0,

p− 1

2
≥ 0,

3

2
− 2p ≥ 0.

Наприклад, p = 2
3 . Тодi a = b = 1

6 , c = 2
3 та нерiвнiсть матиме вигляд

x5 + x3y2 + 4xy4 ≥ 6x2y3.

6. Для невiд’ємних a, b, c та p > 0 оцiнити зверху та знизу вираз (a+b+c)p

через ap + bp + cp.

7. Нехай a, b, c, d - додатнi числа, добуток яких дорiвнює 1. Довести,
що

a2 + b2 + c2 + d2 + ab+ ac+ ad+ bc+ bd+ cd ≥ 10.

8. Для додатних чисел x1, x2, ..., xn довести нерiвнiсть

n2 ≤ (x1 + x2 + ...+ xn)(
1

x1
+

1

x2
+ ...+

1

xn
).

9.Довести, що для довiльних чисел x1, x2, ..., xn, якi належать до вiдрiзка
[0, 1], справджується нерiвнiсть

(x1 + x2 + ...+ xn + 1)2 ≥ 4(x21 + x22 + ...+ x2n).

10. Пiдiбрати такi додатнi коефiцiєнти a, b, c, щоб для всiх невiд’ємних
x, y виконувалась нерiвнiсть

ax4 + bx3y2 + cxy4 ≥ x2y3.

11. Довести нерiвнiсть
n∑
i=1

ai
S − ai

≥ n

n− 1
,

15



де S = a1 + a2 + ...+ an, ai > 0.

12. Довести нерiвнiсть

abc ≥ (a+ b− c)(a+ c− b)(b+ c− a)

для довiльних невiд’ємних a, b, c.

13. Довести нерiвнiсть

x4 + y4 ≥ x3y + y3x

для довiльних невiд’ємних x, y.

14. Для додатних чисел довести нерiвнiсть

min
1≤k≤n

ak
bk
≤ a1 + a2 + ...+ an

b1 + b2 + ...+ bn
≤ max

1≤k≤n

ak
bk
.

15. Для довiльних x i y таких, що |x| < 1, |y| < 1 довести, що | x+y1+xy | < 1.

16. Довести нерiвнiсть Гюйгенса, використовуючи нерiвнiсть Iєнсена для
функцiї f(x) = ln(1 + ex).

17. Довести, що послiдовнiсть чисел xn = (1 + 1
n)n, n ≥ 1 зростаюча.

Розв’язання

n+1

√
(1 +

1

n
)n =

n+1

√
(1 +

1

n
)...(1 +

1

n
) · 1 ≤

≤
(1 + 1

n) + ...+ (1 + 1
n) + 1

n+ 1
=
n+ 2

n+ 1
.

Звiдки випливає, що (1 + 1
n)n ≤ (1 + 1

n+1)n+1.

18. Довести, що для довiльних невiд’ємних чисел справджується нерiв-
нiсть (типу Мiнковського для добуткiв)
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n
√
a1a2...an + n

√
b1b2...bn ≤ n

√
(a1 + b1)(a2 + b2)...(an + bn).

19. Нехай a1, a2, ..., an - додатнi числа. Довести нерiвнiсть

a31
a2

+
a32
a3

+
a33
a4

+ ...+
a3n
a1
≥ a21 + a22 + ...+ a2n.

Розв’язання
Зробимо замiну xi = ln ai та перепишемо нерiвнiсть

e3x1−x2 + e3x2−x3 + ...+ e3xn−x1 ≥ e2x1 + e2x2 + ...+ e2xn.

Далi застосуємо нерiвнiсть Карамати для опуклої донизу функцiї
f(x)=ex та числових наборiв a=(3x1− x2, 3x2− x3, ..., 3xn− x1) i
b = (2x1, 2x2, ..., 2xn).

Впорядкуємо набори a : 3xm1
− xm1+1 ≥ ... ≥ 3xmn

− xmn+1 та
b : 2xk1 ≥ ... ≥ 2xkn. При цьому вважаємо, що xn+1 = x1. Зрозумiло, що

3xm1
− xm1+1 ≥ 3xk1 − xk1+1 ≥ 2xk1,

(3xm1
− xm1+1) + (3xm2

− xm2+1) ≥
≥ (3xk1 − xk1+1) + (3xk2 − xk2+1) ≥ 2xk1 + 2xk2,

· · ·

Таким чином, перевiрка показує, що набiр a мажорує набiр b (див. умову
у нерiвностi №12, с.10).
Отже, з нерiвностi Карамати випливає правильнiсть нашої нерiвностi.

20. Для довiльних додатних чисел a, b, c довести нерiвнiсть

a3 + b3 + c3 ≥ a2b+ a2c+ b2a+ b2c+ c2a+ c2b.

Вказiвка: зробити замiну x = ln a, y = ln b, z = ln c та застосувати нерiв-
нiсть Карамати для опуклої функцiї f(x) = ex.
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21. Довести для n ≥ 2 нерiвнiсть n! < (n+1
2 )n.

Вказiвка: скористатись нерiвнiстю мiж середнiм арифметичним та сере-
днiм геометричним.

22. Нерiвнiсть a2 + b2 ≥ 2ab справджується для довiльних a ≥ 0, b ≥ 0.
Знайдiть такi обмеження на a та b, щоб виконувалась обернена нерiв-
нiсть, а саме

a2 + b2 ≤ 2Lab.

Розв’язання
Подiлимо праву та лiву частини нерiвностi на b2 та позначимо a

b = x.
Тодi нерiвнiсть матиме вигляд

x2 − 2Lx+ 1 ≤ 0.

Ця нерiвнiсть виконується лише за умови, що x належить до вiдрiзка,
кiнцями якого є коренi рiвняння x2 − 2Lx+ 1 = 0, а саме:

x ∈
[ 1

L+
√
L2 − 1

;L+
√
L2 − 1

]
.

Отже, обмеження на a та b будуть такими:

1

L+
√
L2 − 1

≤ a

b
≤ L+

√
L2 − 1.

23. Довести, що за умов 0 < m ≤ a, b ≤M справджується нерiвнiсть

a

b
+
b

a
≤ m2 +M 2

mM
.

24*.Числа x1, x2, ..., xn належать до вiдрiзка [a, b], де 0<a<b. Довести
нерiвнiсть (Швейцера)

(x1 + x2 + ...+ xn)(
1

x1
+

1

x2
+ ...+

1

xn
) ≤ (a+ b)2

4ab
n2

.

18



Iнтегральнi нерiвностi

1. Нерiвностi для модулiв:
для будь-якої дiйсної або комплекснозначної функцiї u i для довiльної
областi G ⊆ Rn ∣∣∣∣∣∣

∫
G

u(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
G

|u(x)|dx,

у частинних випадках, для будь-яких a, b таких, що −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞,∣∣∣∣∣∣
b∫

a

u(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
b∫

a

|u(x)|dx

i для будь-яких a, b таких, що −∞ ≤ a ≤ ∞,−∞ ≤ b ≤ ∞:∣∣∣∣∣∣
b∫

a

u(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣∣∣

b∫
a

|u(x)|dx

∣∣∣∣∣∣ .
2. Нерiвнiсть Мiнковського для iнтегралiв:

для будь-яких дiйсних або комплекснозначних функцiй u i v, що iнте-
груються з p-им степенем, та довiльної областi G ⊆ Rn i p > 1 справ-
джується нерiвнiсть:∫

G

|u(x) + v(x)|pdx

1/p≤
∫
G

|u(x)|pdx

1/p+
∫
G

|v(x)|pdx

1/p .
Для 0 < p < 1 нерiвнiсть замiнюється на протилежну.

3. Нерiвнiсть Буняковського (iнодi називають нерiвнiстю
Шварца):
для будь-яких дiйсних або комплекснозначних функцiй u i v, що iнте-
груються з квадратом, та для довiльних чисел a, b, −∞ ≤ a ≤ b ≤ ∞,∣∣∣∣∣∣

b∫
a

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣∣∣
2

≤
b∫

a

|u(x)|2dx
b∫

a

|v(x)|2dx.
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4. Узагальнена нерiвнiсть Буняковського:
для будь-яких дiйсних або комплекснозначних функцiй u i v, що iнтегру-
ються з квадратом, та довiльної областi G ⊆ Rn виконується нерiвнiсть:∣∣∣∣∣∣

∫
G

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣∣∣
2

≤
∫
G

|u(x)|2dx
∫
G

|v(x)|2dx.

5. Нерiвнiсть Гельдера для iнтегралiв:
для довiльної областiG ⊆ Rn i для будь-яких дiйсних або комплекснозна-
чних функцiй u , що iнтегрується зi степенем p > 1, i v, що iнтегрується
зi степенем q, 1p + 1

q = 1, справджується нерiвнiсть∣∣∣∣∣∣
∫
G

u(x)v(x)dx

∣∣∣∣∣∣ ≤
∫
G

|u(x)|pdx

 1
p
∫
G

|v(x)|qdx

 1
q

.

При p = q = 2 отримуємо нерiвнiсть Буняковського.
6. Узагальнена нерiвнiсть Гельдера для iнтегралiв:

для довiльної областi G ⊆ Rn i будь-якого набору дiйсних або компле-
кснозначних функцiй {ui}, i ∈ {1, 2, ...,m}, де функцiя ui iнтегрується зi

степенем pi ≥ 1,
m∑
i=1

1
pi

= 1,виконується нерiвнiсть

∣∣∣∣∣∣
∫
G

u1(x)...um(x)dx

∣∣∣∣∣∣≤
∫
G

|u1(x)|p1dx

 1
p1

...

∫
G

|um(x)|qmdx

 1
qm

.

7. Нерiвнiсть Юнга:
для будь-якої дiйснозначної неперервної строго зростаючої функцiї
u(x), x ≥ 0, u(0) = 0, a ≥ 0, b ≥ 0 та оберненої до функцiї u функцiї
v, v(u(x)) = x, справджується нерiвнiсть

ab ≤
a∫

0

u(x)dx+

b∫
0

v(x)dx,

причому знак рiвностi має мiсце тодi i лише тодi, коли b = u(a). у частин-
ному випадку, коли u(x) = xp−1, p > 1, v(x) = xq−1, 1

p + 1
q = 1, отримуємо

нерiвнiсть
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ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

8. Нерiвнiсть Чебишова для скiнчених монотонних фун-
кцiй:
для будь-яких невiд’ємних функцiй f i g виконується нерiвнiсть

b∫
a

f(x)dx

b∫
a

g(x)dx ≤ (b− a)

b∫
a

f(x)g(x)dx,

де f i g або обидвi зростають, або обидвi спадають.
9. Нерiвнiсть Iєнсена в iнтегральнiй формi:

для довiльної областi G ⊆ Rn та для будь-якої дiйснозначної функцiї
x(t), опуклої вгору функцiї f(t) та функцiї λ(t) ≥ 0,

∫
G

λ(t)dt = 1, справ-

джується нерiвнiсть:

f

∫
G

λ(t)x(t)dt

 ≤ ∫
G

λ(t)f(x(t))dt.

10. Нерiвнiсть Беллмана:
для довiльного p ∈ (1,∞) i будь-яких опуклих донизу функцiй u i v, якi
задовольняють умови

1∫
0

[u(x)]pdx = 1,

1∫
0

[v(x)]pdx = 1, u(0) = u(1) = v(0) = v(1) = 0,

виконується нерiвнiсть

1∫
0

u(x)v(x)dx ≥ (p+ 1)
1
p (q + 1)

1
q

6
.

Максимум правої частини досягається при p = q = 2.
11. Iнтегральна нерiвнiсть Гiльберта:

для будь-яких функцiй f ≥ 0, що iнтегрується зi степенем p, i g ≥ 0, що
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iнтегрується зi степенем r, p > 1, r > 1, λ = 1
p + 1

r ≤ 1, справджується
нерiвнiсть

∞∫
0

∞∫
0

Kλ(x, y)f(x)g(y)dxdy ≤ Cλ

 ∞∫
0

f p(x)dt

 1
p
 ∞∫

0

gr(x)dt

 1
r

,

де K — невiд’ємне ядро, однорiдне зi степенем −1, та C =
∞∫
0

t
−1
λqK(1, t)dt,

1
p + 1

q = 1. У частинному випадку, коли K(x, y) = 1
x+y стала дорiвнює

Cλ =
(

π
sinλq

)λ
(точнiсть цiєї константи доведено при q = r).

12. Нерiвнiсть Хардi для iнтегралiв:
для p > 1 та будь-якої дiйснозначної функцiї f , що iнтегрується зi сте-

пенем p, та F (x) =
x∫
0

f(t)dt, F (0) = 0, виконується нерiвнiсть

∞∫
0

(
|F |
x

)p
dx ≤

(
p

p− 1

)p ∞∫
0

|f(x)|pdx.

Якщо F (x) =
∞∫
x

f(t)dt i функцiя xf(x) iнтегрується зi степенем p, то

виконується нерiвнiсть

∞∫
0

|F |pdx ≤ pp
∞∫
0

|xf(x)|pdx.

Iснують також узагальнення нерiвностi Хардi для iнтегралiв на довiльнi
промiжки та ваги.

13. Нерiвнiсть Карлемана для iнтегралiв:
для будь-якої iнтегровної невiд’ємної функцiї f

∞∫
0

exp

1

x

x∫
0

ln f(t)dt

 dx ≤ e

∞∫
0

f(x)dx.

Стала e є точною.
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14. Iнтегральна нерiвнiсть Карлсона:
для довiльної функцiї f(x) ≥ 0, x > 0, яка належить до L2(0,∞),
разом з функцiєю xf(x), > 0, справджується нерiвнiсть

∞∫
0

f(x)dx


4

≤ π2


∞∫
0

f 2(x)dx



∞∫
0

x2f 2(x)dx

 ,

де стала π2 точна.
15. Нерiвнiсть Гронуолла:

для довiльних невiд’ємних неперервних на [a, b] функцiй f i g з нерiвностi

∃C > 0∀t ∈ [a, b] : g(t) ≤ C +

t∫
0

g(s)f(s)ds

випливає нерiвнiсть

∀t ∈ [a, b] : g(t) ≤ C exp

t∫
0

f(s)ds

з тiєю самою сталою C.
У частинному випадку, коли C = 0, то g(t) = 0, t ∈ [a, b].
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Приклади та задачi

1. Нехай f ∈ C1[a, b] i f(a) = 0. Довести нерiвнiсть

(
sup
a≤x≤b

{|f(x)|}
)2
≤ (b− a)

b∫
a

{f ′(x)}2dx.

Доведення
Запишемо нерiвнiсть Буняковського для функцiй g(t) = f ′(t), i f̂(t) = 1,

при a ≤ t ≤ x ≤ b∣∣∣∣∣∣
x∫
a

f̂(t)g(t)dt

∣∣∣∣∣∣ ≤
 x∫

a

f̂ 2(t)dt

 1
2
 x∫

a

g2(t)dt

 1
2

.

Вона набуває вигляду x∫
a

{f ′(t)}2dt

 1
2
 x∫

a

dt

 1
2

≥

∣∣∣∣∣∣
x∫
a

f ′(t)dt

∣∣∣∣∣∣ .
Звiдси, при f(a) = 0 можна отримати нерiвнiсть x∫

a

{f ′(t)}2dt

 1
2

√
x− a ≥ |f(x)|, a ≤ x ≤ b.

Лiва частина останньої нерiвностi буде бiльшою, якщо покласти x = b, а в
правiй частинi можна взяти те значення x ∈ [a, b], при якому неперервна
функцiя |f(x)|, a ≤ x ≤ b, досягає своєї точної верхньої межi. Отже,
правильною є нерiвнiсть

(
sup
a≤x≤b

{|f(x)|}
)2
≤ (b− a)

b∫
a

{f ′(x)}2dx.

2. Нехай F (x) =
x∫
0

f(t)dt i функцiя f така, що є iнтегровною на вiдрiзку

(0, a) зi степенем p > 1. Тодi F (x) = o
(
xp−1

)
для малих x.
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Розв’язання
Застосуємо нерiвнiсть Гельдера

F p ≤
x∫

0

f p(t)dt

 x∫
0

dt

p−1

= xp−1
x∫

0

f p(t)dt,

останнiй множник прямує до нуля при x→ 0.

3. Якщо y – абсолютно неперервна функцiя за виключенням, можли-
во, точки x = 0 i xy′2 iнтегрується в (0, a), то y = o

([
log 1

x

] 1
2

)
для малих

x.

Вказiвка: в iнтегралi
a∫
ε

y′dx пiдiнтегральну функцiю домножити та по-

дiлити на x i застосувати нерiвнiсть Буняковського.

4. Якщо y - абсолютно неперервна за виключенням, можливо, точок
x = 0 i x = 1 та x(1− x)y′2 iнтегрується в (0, 1), то

0 ≤
1∫

0

y2dx−

 1∫
0

ydx

2

≤ 1

2

1∫
0

x(1− x)y′2dx

Розв’язання
Перша нерiвнiсть випливає з нерiвностi Буняковського. Далi, маємо

1∫
0

y2dx−

 1∫
0

ydx

2

=
1

2

1∫
0

1∫
0

{y(u)− y(v)}2dudv =

=

1∫
0

du

1∫
u

dv

 v∫
u

y′(t)dt

2

≤
1∫

0

du

1∫
u

(v − u)dv

v∫
u

y′2(t)dt =

=

1∫
0

y′2(t)dt

t∫
0

du

1∫
t

(v − u)dv =
1

2

1∫
0

t(1− t)y′2dt.

З двох нерiвностей задачi, перша може звестися до рiвностi тiльки коли
y є сталою, a друга – коли y є лiнiйною функцiєю.
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5. Якщо m > 1, n > −1 та f(x) – додатнa та неперервно диференцi-
йовна на [0,∞) функцiя, то

a)

∞∫
0

xnfm(x)dx ≤ m

n+ 1

 ∞∫
0

x
m(n+1)
m−1 fm(x)dx

m−1
m
 ∞∫

0

|f ′|m(x)dx

 1
m

,

рiвнiсть має мiсце тодi i лише тодi, коли f(x) = B exp{−Cxm+n
m−1}, де

B ≥ 0, C > 0.

У частинному випадку,

b)

∞∫
0

f 2(x)dx ≤ 2

 ∞∫
0

x2f 2(x)dx

 1
2
 ∞∫

0

f ′2(x)dx

 1
2

,

ця нерiвнiсть справджується незалежно вiд того, додатна f(x) чи нi, а
також для iнтервалу (−∞,∞).

Розв’язання
Найцiкавiшим є випадок b), доведений Вейлем, який має застосування в
квантовiй механiцi.

Припустимо, що iнтеграли в правiй частинi a) скiнченнi. За раху-
нок неперервностi f(x) та n + 1 < m(n+1)

m−1 iнтеграли в лiвiй частинi теж
скiнченнi. Отже,

lim
x→∞

xn+1fm = 0.

Розглянемо iнтеграл
∞∫
0

xnfm(x)dx.

Iнтегруючи його частинами, та враховуючи, що f(x) ≥ 0 прийдемо до
оцiнки

∞∫
0

xnfm(x)dx ≤ m

n+ 1

∞∫
0

xn+1fm−1(x)|f ′(x)|dx.
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Застосуємо нерiвнiсть Гельдера, тодi

∞∫
0

xn+1fm−1(x)|f ′(x)|dx ≤

 ∞∫
0

x
m(n+1)
m−1 fm(x)dx

m−1
m
 ∞∫

0

|f ′(x)|mdx

 1
m

,

що i завершує доведення.
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Геометричнi нерiвностi

1. Iзопериметрична нерiвнiсть Боннезена:
нехайK - опукла область на площинi, r - радiус найбiльшого круга, який
можна розмiстити в K, R - радiус найменшого круга, в якому можна
розмiстити K, L - периметр, а S - площа областi K. Тодi правильною є
нерiвнiсть:

L2 − 4πS ≥ π2(R− r)2,

причому рiвнiсть досягається лише, коли K є кругом.

2. Класична iзопериметрична нерiвнiсть:
для n = 1, 2, ..., обмеженої областi Ω ⊂ Rn, об’єму V та площi межi S
справджується нерiвнiсть

nnωnV
n−1 ≤ Sn,

де ωn – об’єм одиничної n-вимiрної кулi.

3.Геометричнi нерiвностi:
для обмеженої областi Ω ⊆ Rn її об’єма V , дiаметра D, радiуса R най-
меншої описаної кулi виконуються такi нерiвностi:

нерiвнiсть Юнга R ≤ ( n
2n+2)

1
2D,

нерiвнiсть Гейла l ≤ (n(n+1)
2 )

1
2D,

де l – довжина ребра найменшого описаного симплекса,

нерiвнiсть Бiбербаха V ≤ 2−nωnD
n,

де ωn – об’єм одиничної n-вимiрної кулi.

4.Деякi нерiвностi елементарної геометрiї:
1) якщо A,B,C,D - довiльнi чотири точки на площинi, то AC · BD ≤
AB · CD +BC · AD(нерiвнiсть Птолемея);
2) для довiльного трикутника з кутами α, β, γ(в радiанах), сторонами
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a, b, c, радiусами вписаного та описаного кола r, R, площєю S, периме-
тром P , напiвпериметром p та медiанами ma,mb,mc справджуються не-
рiвностi

3

4
P < ma +mb +mc < P,

π

3
≤ a · α + b · β + c · γ

P
<
π

2
,

R ≥ 2r,

r ≤
√√

3S

3
≤
√

3

9
p ≤ 1

2
R,

a2 + b2 + c2 ≥ 4
√

3S;

3) для довiльного многогранника з числом вершин n1 та числом граней
n2 справджується нерiвнiсть

R ≥
√

3 tg(
π · n

6n− 12
)r,

де n = min(n1, n2), R – радiус найменшої описаної сфери, r – радiус
найбiльшої вписаної сфери.
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