
ЗАВДАННЯ
на домашню контрольну роботу
з узагальнених функцiй (УФ)

Тема 1. Означення та носiй УФ
Довести, що поданий нижче функцiонал

f : D (R) ∋ φ → < f, φ > ∈ C є УФ з простору D ′(R), з’ясувати,
чи є ця УФ регулярною, i знайти її носiй:

1.1. < f, φ >=
2∫

−2

signxφ′(x)dx;

1.2. < f, φ >=
∫
R
ln |x|φ(x)dx;

1.3. < f, φ >=
∫
R
e−xφ′′(x)dx;

1.4. < f, φ >=< P 1
x2 , φ >:= Vp

∫
R

φ(x)−φ(0)
x dx;

1.5. < f, φ >= φ′(1) +
2π∫
0

sinxφ(x)dx;

1.6. < f, φ >= −φ(0) +
3∫
2

(x+ 1)φ′′(x)dx;

1.7. < f, φ >=< P cos 2x
x , φ >:= Vp

∫
R

cos 2x
x φ(x)dx;

1.8. < f, φ >=
∫
R
ln |x− 1|φ(x)dx;

1.9. < f, φ >=
∫
R
e−x2

φ′(x)dx;

1.10. < f, φ >= −φ′′(0) +
−2∫
−5

cosxφ(x)dx;

1.11. < f, φ >=< P 1
x3 , φ >:=

∫
R

φ(x)−φ(0)−xφ′(0)
x3 dx;

1.12. < f, φ >= φ(−1)− φ′(2)−
π∫
0

sinxφ(x)dx;

1.13. < f, φ >=
∫
R
ex+3φ′(x)dx;
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1.14. < f, φ >=
∫
R
signxφ′′(x)dx;

1.15. < f, φ >= −
∞∫
0

φ(x)−φ(−x)
x dx;

1.16. < f, φ >=
1∫

−3

|x|φ′(x)dx;

1.17. < f, φ >=
∫
R
e−x+1φ′′(x)dx;

1.18. < f, φ >=
∫
R
ex

2

φ′(x)dx;

1.19. < f, φ >=
3∑

k=0

φ(k)(x);

1.20. < f, φ >=
5∫

−5

signxφ′(x)dx;

1.21. < f, φ >= φ(0) +
3∫
1

xφ′′(x)dx;

1.22. < f, φ >=
4∑

k=0

φ(k);

1.23. < f, φ >= Vp
∫
R

cos 3x
x φ(x)dx;

1.24. < f, φ >=
∫
R
(x− ex)φ′′(x)dx;

1.25. < f, φ >=
m∑
k=0

φ(k),m ∈ N;

1.26. < f, φ >= φ′(−5) +
2π∫
0

sin 2xφ(x)dx;

1.27. < f, φ >=
∞∑
k=1

φ(k)(2k);

1.28. < f, φ >=
∫
R
(x3 + sin2 1

2x)φ
′(x)dx;

1.29. < f, φ >= φ(3)−
4∫

−5

|x|φ′(x)dx;
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1.30. < f, φ >=< P cos 6x
x , φ >= Vp

∫
R

cos 6x
x φ(x)dx;

1.31. < f, φ >= −φ′(2) + 3φ′′(−1)−
3∫

−1

|x|φ(x)dx.
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Тема 2. Збiжнiсть у просторi УФ
Довести, що в просторi D ′(R) справджуються спiввiдношення:
2.1. teixt −−−→

t→∞
0;

2.2. ϵ
π(x2+ϵ2) −−−→ϵ→0+

δ0;

2.3. 1
ϵe

−x2

ϵ −−→
ϵ→0

√
πδ0;

2.4. 1
x sin

x
ϵ −−→ϵ→0

πδ0;

2.5. ϵ
x2 sin

2 x
ϵ −−→ϵ→0

πδ0;

2.6. t2eixt −−−→
t→∞

0;

2.7. P cos kx
x −−−→

k→∞
0;

2.8. 1√
πϵ
e−

x2

ϵ −−→
ϵ→0

δ0;

2.9. 1
πx sin kx −−−→

k→∞
δ0;

2.10. 1
πkx2 sin

2 kx −−−→
k→∞

δ0;

2.11. te−ixt −−−→
t→∞

0;

2.12.
√

k
πe

−kx2 −−−→
k→∞

δ0;

2.13. t2e−ixt −−−→
t→∞

0;

2.14. 1
ϵe

−x2

ϵ2
+x

ϵ −−→
ϵ→0

√
πe

1
4δ0;

2.15. 1
ϵe

− 2x2

ϵ2 −−→
ϵ→0

√
π
2δ0;

2.16. 1
te

− x2

4t2 −−→
t→0

2
√
πδ0;

2.17. y2e−ixy −−−→
y→∞

0;

2.18. 1
ϵe

−(x
ϵ )

2
−2x

ϵ −−→
ϵ→0

e
√
πδ0;

2.19. ke−(
kx
2 )

2

−−−→
k→∞

2
√
πδ0;

2.20. t3eixt −−−→
t→∞

0;

4



2.21. 1√
πt
e−

x2

t2
− 2x

t −1 −−→
t→0

δ0;

2.22. t3e−ixt −−−→
t→∞

0;

2.23. x
ϵ2e

−(x
ϵ )

2

−−→
ϵ→0

0;

2.24. 1
te

−(x
t )

2
+x

t+
3
4 −−→

t→0
e
√
πδ0;

2.25. k2xe−k2x2 −−−→
k→∞

0;

2.26. te−t2x2+tx+7/4 −−−→
t→∞

e2
√
πδ0;

2.27. t4eixt −−−→
t→∞

0;

2.28. P cos(k+1)x
x −−−→

k→∞
0;

2.29. 1
kx2 sin

2 kx −−−→
k→∞

πδ0;

2.30. 1
πx sin(k + 1)x −−−→

k→∞
δ0;

2.31. (t+ 2)eix(t+2) −−−→
t→∞

0.
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Тема 3. Диференцiювання УФ
Знайти похiднi перших трьох порядкiв у просторi D ′(R) вiд фун-

кцiй f , якщо
3.1. f(x) = θ(x− 3);
3.2. f(x) = θ(x− π) sin x;
3.3. f(x) = signx;
3.4. f(x) = θ(x+ 1

2π) cos x;
3.5. f(x) = sign(cos x);
3.6. f(x) = |x+ 1|;
3.7. f(x) = sign(sin x);
3.8. f(x) = θ(x− 1)e3x;
3.9. f(x) = θ(x− π)| sinx|;
3.10. f(x) = θ(x) cos(x+ 1);
3.11. f(x) = θ(x− 2)x3;

3.12. f(x) =


0, x ≤ −1,
(x+ 1)2, −1 < x ≤ 0,
x2 + 1, x > 0;

3.13. f(x) =


0, x ≤ 0, x ≥ 2,
x2, 0 < x ≤ 1,
(x− 2)2, 1 < x < 2;

3.14.f(x) =


1, x ≤ 0,
x+ 1, 0 < x ≤ 1,
x2 + 1, x>1;

3.15. f(x) = e−2|x|;
3.16. f(x) = e−|x+1| sinx;
3.17. f(x) = θ(x− 1)e−x;

3.18. f(x) =

{
arctg x, x ≥ 0,
0, x < 0;
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3.19. f(x) =

{
x2 + 1, |x| ≤ 1,
0, |x| > 1;

3.20. f(x) =

{
0, x > 0,
sinx, x ≤ 0;

3.21. f(x) =

{
0, |x| ≤ π,
cosx, |x| > π;

Довести в просторi D ′(R) рiвностi:
3.22. xnP 1

x = xn−1, n ≥ 1;
3.23. xP 1

x2 = P 1
x ;

3.24. (ln |x|)′ = P 1
x ;

3.25. xkδ(n)0 = (−1)kk!Ck
nδ

(n−k)
0 , {k, n} ⊂ N, n ≥ k;

3.26. xkδ(n)0 = 0, {k, n} ⊂ N, n < k;
3.27. | sinx|′′ + | sinx| = 2

∑
k∈Z

δ(x− kπ);

3.28. αδ(n)0 =
n∑

k=0

(−1)n+kCk
nα

(n−k)(0)δ
(k)
0 , α ∈ C∞(R);

3.29. xmP 1
x2 = xm−2,m ≥ 2;

3.30. (x sign x)′′ = 2δ0;
3.31. |x− 1|′′′ = 2δ′1.
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Тема 4. Прямий добуток УФ
Знайти f(x)× g(y), (x, y) ∈ R2, якщо
4.1. f(x) = cos xδ(4)(x), g(y) = δ(y − 2);
4.2. f(x) = θ(x), g(y) = δ(y);
4.3. f(x) = x3δ(5)(x), g(y) = δ(3)(y);
4.4. f(x) = x4δ(3)(x), g(y) = δ(4)(y);
4.5. f(x) = cos xδ(3)(x), g(y) = δ(y − 6);
4.6. f(x) = δ(x− 2), g(y) = cos yδ(4)(y);
4.7. f(x) = δ′(x), g(y) = θ(y);
4.8. f(x) = δ(3)(x), g(y) = y3δ(5)(y);
4.9. f(x) = cos 2xδ(5)(x), g(y) = δ′(y − 1);
4.10. f(x) = δ(x+ 2), g(y) = cos 2yδ(3)(y);
4.11. f(x) = δ(x− 2), g(y) = cos yδ(4)(y);
4.12. f(x) = δ(x), g(y) = θ(y);
4.13. f(x) = δ(3)(x), g(y) = (y + 1)3δ(5)(y);
4.14. f(x) = δ(4)(x), g(y) = y4δ′′(y);
4.15. f(x) = δ(x− 6), g(y) = cos yδ′′(y);
4.16. f(x) = cos xδ(4)(x), g(y) = δ(y − 2);
4.17. f(x) = θ(x− 1), g(y) = δ′(y);
4.18. f(x) = x3δ(5)(x), g(y) = δ(3)(y);
4.19. f(x) = δ′(x), g(y) = cos 2yδ(4)(y);
4.20. f(x) = cos 2xδ′′(x), g(y) = δ(y + 2);
4.21. f(x) = θ(x+ 1), g(y) = δ′′(y + 1);
4.22. f(x) = θ(x− 2), g(y) = eyδ′(y);
4.23. f(x) = (x+ 1)3δ′′(x), g(y) = θ(y − 3);
4.24. f(x) = (x2 + e−x)δ′(x), g(y) = θ(y − 1);
4.25. f(x) = cos 2xδ′′(x), g(y) = δ(y + 2);
4.26. f(x) = δ(x− 3), g(y) = cos(2y + π

2 )δ
(4)(y);

4.27. f(x) = θ(x− 1), g(y) = sin yδ′(y);
4.28. f(x) = δ(x+ 5), g(y) = δ(4)(y);
4.29. f(x) = δ(3)(x+ 1), g(y) = y4δ(5)(y);
4.30. f(x) = δ′(x+ 1), g(y) = cos(y − 1)δ′′(y);
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4.31. f(x) = x3δ(3)(x), g(y) = δ′′(y + 2).
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Тема 5. Згортка УФ
Знайти в D ′(R) згортки:
5.1. (θ(x) cos x) ∗ (θ(x)e−x);
5.2. (θ(x) sin x) ∗ (θ(x)e−x);
5.3. (θ(x− 2)) ∗ (θ(x− 3));
5.4. (θ(x)x) ∗ (θ(x)x2;
5.5. (x2 exp{−x2}) ∗ (x2 exp{−x2});
5.6. (θ(x) sin x) ∗ (θ(x) cos x);
5.7. (θ(x) sin x) ∗ (θ(x) sin x);
5.8. (θ(x) cos x) ∗ (θ(x) cos x);
5.9. (x exp{−x2}) ∗ (exp{−x2});
5.10. (x exp{−2x2}) ∗ (exp{−2x2});
5.11. δ′(x) ∗ δ′′(x− 1);
5.12. θ(x) ∗ δ(3)(x);
5.13. δ′(x) ∗ 1;
5.14. θ(x+ 1) ∗ θ(x− 1);
5.15. δ′′(x− 1) ∗ δ′(x− 2);
5.16. δ′(x− 5) ∗ (θ(x)x2);
5.17. (θ(x)e−x) ∗ δ′(x);
5.18. δ′′′(x+ 1) ∗ δ′′(x− 1);
5.19. θ(x− 2) ∗ θ(x+ 2);
5.20. (θ(x) sin x) ∗ δ′′(x+ 1);
5.21. (δ′(x) ∗ δ′′′(x− 3);
5.22. δ′′(x+ 1) ∗ δ′(x+ 2);
5.23. (θ(x)e−x2

) ∗ δ′(x);
5.24. δ′(x) ∗ θ(x);
5.25. δ′(x) ∗ xθ(x);
5.26. θ(x)(x+ 1)3 ∗ δ′′(x);
5.27. δ′(x+ 1) ∗ x2θ(x− 1);
5.28. (θ(x) cos x) ∗ δ′(x);
5.29. δ′′(x+ 7) ∗ θ(x)(x− 1);
5.30. θ(x)ex) ∗ δ′′(x);
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5.31. (θ(x) sin x) ∗ δ′′(x).
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Тема 6. Перетворення Фур’є
Знайти перетворення Фур’є функцiї f(x), x ∈ R:
6.1. f(x) = xe−a|x|, a > 0;

6.2. f(x) =

{
1, x ∈ [0, a],
0, x∈̄[0, a];

6.3. f(x) = sin 2x;
6.4. f(x) = sh 3x;

6.5. f(x) =

{
1, x ∈ [−a, a],
0, x∈̄[−a, a];

6.6. f(x) = −5x2 + x− 1;
6.7. f(x) = ch 2x;

6.8. f(x) =


i/4, 0 < x < 2a,
−i/4, −2a < x < 0, i =

√
−1;

0, |x| > 2a,

6.9. f(x) = x3 − 1;
6.10. f(x) = cos 4x;
6.11. f(x) = θ(x)e−ax, a > 0;
6.12. f(x) = 1

2xe
a|x|, a < 0;

6.13. f(x) = xe−x2;
6.14. f(x) =

√
2a√

π(x2+a2)
, a > 0;

6.15. f(x) = x2e−2x2;
6.16. f(x) = e−x2/2 cos 3x;
6.17. f(x) = x5 − x2;
6.18. f(x) = x2e−|x|;
6.19. f(x) = ch 6x;
6.20. f(x) = sin 3x+ 2;
6.21. f(x) = θ(x).
Розв’язати задачу з методички:
6.22. 19.П2(а);
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6.23. 19.П2(б);
6.24. 19.П2(в);
6.25. 19.П2(г);
6.26. 19.П2(д);
6.27. 19.П2(е);
6.28. 19.П2(є);
6.29. 19.П2(ж);
6.30. 19.П2(з);
6.31. 19.П2(и).
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Тема 7. Рiвняння в просторi УФ
Знайти загальнi розв’язки в D ′(R) рiвнянь:
7.1. (x− 1)u = 0;
7.2. x(x− 1)u = 0;
7.3. (x2 − 1)u = 0;
7.4. xu = 1;
7.5. xu = P 1

x ;
7.6. x2u = 2;
7.7. cosxu = 0;
7.8. xu′ = P 1

x ;
7.9. x2u′ = 0;
7.10. xu′ = 1;
7.11. (x+ 1)2u′ = 0;
7.12. (x+ 1)u′′′ = 0;
7.13. (x− 2)u = 0;
7.14. (x+ 1)3u′ = 0;
7.15. x2u′ = 1;
7.16. (x− 1)2u = 0;
7.17. (x− 1)(x− 2)u = 0;
7.18. (x2 − x− 2)u = 0;
7.19. (x2 − 6x+ 5)u = 0;
7.20. (x+ 1)(x− 2)u′ = 0;
7.21. x3u = 1;
7.22. (x− 3)(x− 5)u = 0;
7.23. xu′ = 2;
7.24. x2u′ = 0;
7.25. (x+ 2)2u′′ = 0;
7.26. x2(x− 1)3u = 0;
7.27. (x− 1)2u′′ = 0;
7.28. xu′ = P 1

x ;
7.29. (x2 − x− 6)u = 0;
7.30. (x− 1)2u′ = 0;

14



7.31. (x+ 2)u = 3.
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Тема 8. Фундаментальнi розв’язки лiнiйних диференцi-
альних рiвнянь

Знайти фундаментальнi розв’язки в просторi D ′(R) рiвняння Lu =
0, якщо:

8.1. L = d
dx − 2x;

8.2. L = d4

dx4 − 2 d2

dx2 + 1;
8.3. L = d

dx + 3x2;
8.4. L = d4

dx4 − a4, a ∈ R;
8.5. L = d

dx − sinx;
8.6. L = d3

dx3 − 3 d2

dx2 + 2 d
dx ;

8.7. L = d
dx + cosx;

8.8. L = d3

dx3 − a3, a ∈ R;
8.9. L = d

dx + 4x sin(x2 + π
3 );

8.10. L = d2

dx2 − 2 d
dx + 5;

8.11. L = d
dx −

2x
1+x2 ;

8.12. L = d2

dx2 + 3 d
dx + 2;

8.13. L = d
dx −

arctg x
1+x2 ;

8.14. L = d2

dx2 + 4 d
dx + 4;

8.15. L = d
dx − 4x3 + 4x− 1;

8.16. L = d2

dx2 − 2 d
dx + 1;

8.17. L = d
dx − 2x;

8.18. L = d2

dx2 + 4 d
dx ;

8.19. L = d
dx + x23x

3+1;
8.20. L = d2

dx2 − a2, a ∈ R;
8.21. L = d

dx − x2ex
3;

8.22. L = ( d
dx + a)2, a ∈ R;

8.23. L = d
dx + sin 2x;

8.24. L = ( d
dx − a)3, a ∈ R;
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8.25. L = d
dx − 4x2 + 1;

8.26. L = ( d
dx + a)4, a ∈ R;

8.27. L = d
dx + 2x sinx2;

8.28. L = d4

dx4 + 2 d2

dx2 + 1;
8.29. L = d

dx +
3x2

1+x3 ;
8.30. L = d3

dx3 − 2 d2

dx2 +
d
dx ;

8.31. L = d
dx + x cosx2.
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ТЕМИ ЗАВДАНЬ
на домашню контрольну роботу з дисциплiни

“Методи математичної фiзики”

Тема А : Диференцiальнi рiвняння з частинними
похiдними 1-го порядку

Тема Б : Класифiкацiя та зведення до канонiчного
вигляду диференцiальних рiвнянь iз
частинними похiдними 2-го порядку

Тема 1 : Означення та носiй узагальнених функцiй
Тема 2 : Збiжнiсть у просторi узагальнених функцiй
Тема 3 : Диференцiювання узагальнених функцiй
Тема 4 : Прямий добуток узагальнених функцiй
Тема 5 : Згортка узагальнених функцiй
Тема 6 : Перетворення Фур’є
Тема 7 : Рiвняння в просторi узагальнених функцiй
Тема 8 : Фундаментальнi розв’язки лiнiйних

диференцiальних рiвнянь

Зауваження

Завдання з тем А i Б взято з пiдручника “Основи класичної тео-
рiї рiвнянь математичної фiзики” (автори С.Д. Iвасишен, В.П. Лав-
ренчук, Г.П. Iвасюк, Н.В. Рева): тема А – Вправи до роздiлу 1, тема
Б – Вправи до роздiлу 2.

Завдання з тем 1–8 узято з матерiалу “Завдання на домашню
контрольну роботу з узагальнених функцiй (УФ).”
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