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Передмова

Викладання курсу рiвнянь математичної фiзики наштовхує-
ться на серйознi технiчнi труднощi, пов’язанi з вiдсутнiстю пiд-
ручника, який повнiстю вiдповiдає програмi та в якому матерi-
ал викладений у доступнiй формi, а також вiдсутнiстю або недо-
статньою кiлькiстю навчально-методичних посiбникiв, якi мiстять
завдання для самостiйних вправ i методичнi вказiвки до їх розв’я-
зування.

Мета посiбника – познайомити студентiв з типами задач ма-
тематичної фiзики та з основними методами їх розв’язування.
Всього видiлено одинадцять тем. До кожної з них наведено коро-
ткi вiдомостi з теорiї, розв’язано декiлька задач i запропоновано
вправи для обов’язкового розв’язування (помiченi лiтерою ”O”),
для самостiйного розв’язування (лiтера ”С”) та вправи для дома-
шньої роботи (лiтера ”Д”). У кiнцi кожної теми подано вiдповiдi
до вправ.

Пiд час вивчення курсу рекомендуємо користуватися лiтера-
турою, вказаною в кiнцi посiбника. Для цього треба вибрати один
iз пiдручникiв (посiбникiв) за основний, iншi залучати за необхi-
днiстю.

При укладеннi посiбника автори взяли за основу збiрник задач
[12], значно доповнивши його й узгодивши з навчальним посiбни-
ком [9].

У текстi посiбника використовуються такi позначення i скоро-
чення. Символ ” := ” уживається для запису рiвностi за означен-
ням, а символ ” ≡ ” – тотожної рiвностi. Частиннi похiднi вигляду
∂u
∂x ,

∂2u
∂x∂y позначаються символами ux i uxy або рiдше ∂xu i ∂x∂yu,

а похiдна вiд функцiї u у напрямку вектора ν⃗ – символом ∂ν⃗u.
Початок i кiнець розв’язування задачi вiдмiчаються вiдповiдно
значками ▹ i ◃.
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Тема 1. Виведення основних рiвнянь математичної
фiзики та постановка задач для них

Рiвняння, яке зв’язує невiдому функцiю u, незалежнi змiннi
x1, . . . , xn i частиннi похiднi вiд невiдомої функцiї до певного (не-
нульового) порядку, називається диференцiальним рiвнянням
iз частинними похiдними. Воно має вигляд

F (x1, . . . , xn, u,D
1
xu, . . . ,D

m
x u) = 0, (1)

де Dk
xu, x := (x1, . . . , xn), k ∈ {1, . . . ,m}, – сукупнiсть усiх похi-

дних вiд u порядку k, а F – вiдома функцiя своїх аргументiв.
Найвищий порядок похiдної, яка входить у рiвняння (1), на-

зивається порядком рiвняння з частинними похiдними.
У математичнiй фiзицi найпоширенiшi i найкраще вивченi рiв-

няння другого порядку. У випадку двох незалежних змiнних x i
y рiвняння другого порядку можна записати в такiй загальнiй
формi:

F (x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy) = 0. (2)

Якщо функцiя F у (2) є лiнiйною вiдносно старших похiдних
uxx, uxy i uyy, то рiвняння називається квазiлiнiйним i воно має
вигляд

A(x, y, u, ux, uy)uxx + 2B(x, y, u, ux, uy)uxy + C(x, y, u, ux, uy)uyy+

+f(x, y, u, ux, uy) = 0.

Рiвняння (1) називається лiнiйним, якщо воно лiнiйне вiднос-
но шуканої функцiї i всiх її похiдних. Наприклад, лiнiйне рiвняння
другого порядку з двома незалежними змiнними має вигляд

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + d(x, y)ux + e(x, y)uy+

+f(x, y)u = g(x, y), (x, y) ∈ Ω ⊂ R2, (3)

де a, b, c, d, e, f – деякi заданi функцiї змiнних x i y, якi назива-
ються коефiцiєнтами рiвняння. Якщо g ≡ 0, тобто g є нульовою
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функцiєю, то рiвняння (3) називається однорiдним, у протиле-
жному випадку – неоднорiдним, при цьому функцiю g назива-
ють неоднорiднiстю рiвняння.

Класичним або регулярним розв’язком рiвняння з час-
тинними похiдними (1) порядку m називається функцiя u, яка ви-
значена в областi Ω змiни незалежних змiнних, якщо в цiй областi
вона має неперервнi частиннi похiднi до порядку m включно i при
пiдстановцi в рiвняння (1) перетворює його в тотожнiсть.

Багато задач механiки i фiзики приводять до дослiдження
диференцiальних рiвнянь iз частинними похiдними другого по-
рядку типу (3). Вiдомо, що рiвняння (3) має безлiч розв’язкiв.
При розв’язуваннi конкретної фiзичної задачi необхiдно з усiх цих
розв’язкiв вибрати той, який задовольняє певнi додатковi умови,
що випливають з її фiзичного змiсту. Отже, задача математичної
фiзики полягає у вiдшуканнi розв’язку рiвняння з частинними
похiдними, який задовольняє вiдповiднi додатковi умови. Такими
додатковими умовами найчастiше є крайовi умови, тобто умови,
заданi на межi середовища, i початковi умови, якi задаються у
деякий момент часу, з якого починається вивчення даного фiзи-
чного явища.

Математична модель задачi, яка описує реальний процес (яви-
ще), повинна задовольняти такi вимоги: розв’язок задачi повинен
iснувати, розв’язок повинен бути єдиним i розв’язок повинен бу-
ти стiйким. Останнє означає, що малi змiни даних задачi мають
викликати вiдповiдно малi змiни розв’язку. Задача, яка задоволь-
няє цi три вимоги, називається коректною (коректно постав-
леною).

Щоб правильно скласти математичну модель фiзичного про-
цесу, слiд спочатку з’ясувати суть даного процесу i вибрати функ-
цiю u, яка його однозначно описує. Далi треба використати вiдпо-
вiдний закон фiзики, що характеризує процес, i застосувати йо-
го до довiльної дiлянки дослiджуваного об’єкта. Використовуючи
при цьому теореми математичного аналiзу, одержуємо пiсля вiд-
повiдних перетворень, наприклад, спiввiдношення вигляду
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t2∫
t1

dt

∫
Ω

F (x1, x2, x3, t, u, ux1 , ..., ux3x3 , ut, utt)dx = 0.

Оскiльки область iнтегрування Ω ⊂ R3 та промiжок (t1, t2) до-
вiльнi, а пiдiнтегральна функцiя неперервна на Q := (t1, t2) × Ω,
то вона в кожнiй точцi областi Q має дорiвнювати нулю, тобто

F (x1, x2, x3, t, u, ux1 , ..., ux1x1 , ux1x2 , ..., ux3x3 , ut, utt) = 0. (4)

Це i є диференцiальне рiвняння процесу. Додатковi умови (почат-
ковi, крайовi тощо) визначають безпосередньо з умов фiзичного
процесу.

У деяких випадках зручно поступати по-iншому. Замiсть того,
щоб застосовувати закон природи до довiльної дiлянки, припуска-
ють, що змiннi величини, якi характеризують процес, є двiчi не-
перервно диференцiйовними функцiями, i застосовують цей закон
до малої дiлянки тiла, обчислюючи значення фiзичних характе-
ристик у деяких середнiх точках. Потiм переходять до границi,
стягуючи малу дiлянку в точку. При цьому одержують також рiв-
няння вигляду (4).

Приклад 1. Струна довжиною l натягнута з силою T0 i знаходи-
ться в прямолiнiйному положеннi рiвноваги. У момент t = 0 точкам
струни надаються початковi вiдхилення i швидкостi. Поставити задачу
про визначення малих поперечних коливань точок струни при t > 0.

▹ Нехай вiсь Ox збiгається зi станом струни в положеннi рiвноваги.
Пiд струною розумiтимемо тонку нитку, яка згинається без опору, тоб-
то, якщо подумки розрiзати її в точцi x, то сила дiї однiєї дiлянки на
iншу, тобто сила натягу −→

T (x, t) напрямлена вздовж дотичної до струни
у момент часу t в точцi x (рис. 1).

Оскiльки коливання поперечнi й малi, то можна вважати, що кожна
точка струни перемiщується лише у напрямку, перпендикулярному до
осi Ox. Тому коливання в кожний момент часу t повнiстю описується ве-
личиною вiдхилення кожної точки x вiд її положення рiвноваги. Позна-
чимо це вiдхилення через u(x, t). Згiдно з принципом Даламбера всi
сили, що дiють на видiлену дiлянку струни, включаючи й сили iнерцiї,
повиннi врiвноважуватись. Розглянемо малу дiлянку струни M1M2 i
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обчислимо суму всiх цих сил (натяг на кiнцях дiлянки, зовнiшнi сили та
сили iнерцiї). Величина T сили натягу за законом Гука пропорцiйна
вiдносному видовженню дiлянки. Вiзьмемо довiльну дiлянку (x, x+∆x)
струни, яка при її коливаннi деформується в дiлянку M1M2. Довжина

дуги цiєї дiлянки в момент часу t дорiвнює
x+∆x∫
x

√
1 + u2ξ(ξ, t)dξ ≈ ∆x,

бо коливання малi й тому можна знехтувати величиною u2ξ . Це означає,

.

-

6
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T⃗ (x, t)
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x

x+∆xx

Pиc. 1

що видовження дiлянок
струни в процесi коливан-
ня не вiдбувається i, отже,
за законом Гука величина
натягу T в кожнiй точцi
струни не змiнюється з ча-
сом. Зауважимо, що вели-
чину натягу T можна вва-
жати незалежною i вiд x,
тобто T ≈ T0. Справдi, ос-
кiльки ми вивчаємо лише
поперечнi коливання, то сили iнерцiї i зовнiшнi сили напрямленi перпен-
дикулярно до осi Ox, тому сума проекцiй всiх сил на вiсь Ox дорiвнює

T (x+∆x, t) cosα(x+∆x, t)− T (x, t) cosα(x, t) = 0,

де α(x, t) – кут мiж дотичною в точцi з абсцисою x до профiлю струни в
момент часу t i додатним напрямком осi Ox. Оскiльки коливання малi,
то cosα(x, t) = 1√

1+tg2
α(x,t)

= 1√
1+u2

x(x,t)
≈ 1 i тому T (x, t) ≈ T (x +

∆x, t). Звiдси, врахувавши довiльнiсть x i ∆x, одержимо, що величина
натягу T не залежить вiд x. Отже, можна вважати, що T ≈ T0 для всiх
значень x i t.

Сума проекцiй на вiсь Ou сил натягу, дiючих у точках M1 i M2,
дорiвнює Y = T0(sinα(x + ∆x, t) − sinα(x, t)), але внаслiдок наших
припущень sinα(x, t) =

tgα(x,t)√
1+tg2

α(x,t)
= ux(x,t)√

1+u2
x(x,t)

≈ ux(x, t), i то-

му Y ≈ T0(ux(x + ∆x, t) − ux(x, t)). Зауваживши тепер, що ux(x +
∆x, t) − ux(x, t) = uxx(x + θ1∆x, t)∆x, де θ1 ∈ (0, 1), остаточно дiста-
немо Y ≈ T0uxx(x+ θ1∆x, t)∆x.

Позначимо через p(x, t) густину зовнiшньої сили, дiючої у момент
часу t на точку x струни паралельно осi Ou i розрахованої на одиницю
довжини. Тодi проекцiя на вiсь Ou зовнiшньої сили, яка дiє на дiлянку
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M1M2 струни, дорiвнюватиме

F = p(x+ θ2∆x, t)∆x, θ2 ∈ (0, 1).

Нехай ρ(x) – лiнiйна густина маси струни в точцi x. Тодi проекцiя
сили iнерцiї дiлянки M1M2 струни на вiсь Ou дорiвнює

I = −ρ(x+ θ3∆x)utt(x+ θ3∆x, t)∆x,

де θ3 ∈ (0, 1). Згiдно з принципом Даламбера Y + F + I = 0, тобто

(T0uxx(x+ θ1∆x, t) + p(x+ θ2∆x, t)− ρ(x+ θ3∆x)utt(x+ θ3∆x, t))∆x = 0.

Якщо подiлити цю рiвнiсть на ∆x i перейти до границi при ∆x→ 0, то
дiстанемо, що

ρ(x)utt(x, t) = T0uxx(x, t) + p(x, t), 0 < x < l, t > 0. (5)

Це i є шукане рiвняння коливань струни.
Якщо ρ = const, тобто струна однорiдна, то рiвняння (5) записуєть-

ся у виглядi

utt(x, t) = a2uxx(x, t) + f(x, t), 0 < x < l, t > 0, (6)

де a :=
√

T0

ρ , f(x, t) := p(x,t)
ρ .

Якщо зовнiшня сила вiдсутня, тобто p ≡ 0, то ми дiстаємо рiвня-
ння вiльних коливань струни utt = a2uxx.

Припустимо, що в момент часу t = 0 вiдхилення в кожнiй точцi
x ∈ [0, l] дорiвнювало φ(x), а швидкiсть ψ(x), тобто

u(x, t)|t=0 := u(x, 0) = φ(x),
ut(x, t)|t=0 := ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l.

(7)

Умови (7) називаються початковими умовами.
Далi, оскiльки струна обмежена, то треба вказати, що вiдбувається

на її кiнцях. Для закрiпленої на кiнцях струни повинно бути

u(x, t)|x=0 := u(0, t) = 0, u(x, t)|x=l := u(l, t) = 0, t ≥ 0. (8)

Якщо кiнцi струни рухаються за певним законом, то

u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t), t ≥ 0. (9)
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У випадку вiльних кiнцiв сила натягу на них, а отже, i її проекцiя T0ux
на вiсь Ou дорiвнює нулю, тобто

ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0. (10)

Умови (8), (9), (10) називаються крайовими умовами. Крайовi
умови можуть бути комбiнованими, наприклад, лiвий кiнець вiльний, а
правий закрiплений, тобто ux(0, t) = 0, u(l, t) = 0 i т.п. ◃

Зауваження. Можливi випадки, коли густина зовнiшньої си-
ли залежить вiд u i ut. Тодi рiвняння (5) буде квазiлiнiйним рiв-
нянням.

Приклад 2. Скласти математичну модель задачi про малi колива-
ння важкої однорiдної нитки, закрiпленої верхнiм кiнцем.

▹ Як i в прикладi 1, коливання описуються вiдхиленням u(x, t) кож-
ної точки x нитки вiд її положення рiвноваги в момент часу t. Скорис-
таємось принципом Даламбера для довiльної дiлянки нитки (x, x+∆x)
(див. рис. 2). Нехай довжина нитки l, а

.

?

-

�
�
��

J
J]O

T⃗ (x, t)

M1
x

x+∆x M2

T⃗ (x+∆x, t)

x

u

Pиc. 2

лiнiйна густина маси ρ = const. Натяг у
точках M1 i M2 дорiвнює вiдповiдно
T (x, t) = ρg(l − x), T (x+∆x, t) =
ρg(l − x−∆x), де g – прискорення си-
ли тяжiння (вага дiлянки нитки [x, l] до-
рiвнює ρ(l − x)g). Оскiльки сила iнерцiї
напрямлена перпендикулярно до осi Ox,
а зовнiшня сила (вага дiлянки M1M2) –
паралельно осi Ox, то сума проекцiй всiх
сил на вiсь Ox доpiвнює нулю:
−ρg(l − x) + ρg(l − x−∆x) + ρg∆x = 0.

Будемо проектувати всi дiючi сили на
вiсь Ou. Сума проекцiй сил натягу в момент часу t, як i в прикладi 1,
дорiвнюватиме

F = −ρg(l − x) sinα(x, t) + ρg(l − x−∆x) sinα(x+∆x, t) ≈

≈ ρg ((l − x−∆x)ux(x+∆x, t)− (l − x)ux(x, t)) =

= ρg
(
(l − x− θ1∆x)ux(x+ θ1∆x, t)

)
x
∆x,

де α(x, t) – кут, утворений дотичною до профiлю нитки в момент часу t
i вiссю Ox, θ1 ∈ (0, 1). Зовнiшня сила −→

P (вага дiлянки M1M2) у момент

9



часу t проектується на вiсь Ou в нуль, а сила iнерцiї згiдно з другим
законом Ньютона дорiвнює

I ≈ −ρutt(x+ θ2∆x, t)∆x, θ2 ∈ (0, 1).

На пiдставi принципу Даламбера F + I = 0, тобто

ρg
(
(l − x− θ1∆x)ux(x+ θ1∆x, t)

)
x
∆x− ρutt(x+ θ2∆x, t)∆x = 0.

Звiдси, скоротивши на ρ∆x, перейшовши до границi при ∆x→ 0 i вра-
хувавши неперервнiсть похiдних вiд u, одержимо

utt(x, t) = g((l − x)ux(x, t))x, 0 < x < l, t > 0. (11)

Отже, малi коливання важкої однорiдної нитки описуються рiвнян-
ням (11). Якщо вiдомi початкове положення i початкова швидкiсть ко-
жної точки нитки, то матимемо початковi умови (7).

Оскiльки верхнiй кiнець закрiплений, то u(0, t) = 0. Щоб дiстати
умову для нижнього кiнця нитки x = l, скористаємося тим, що колива-
ння малi, i тому вiдхилення скiнченне, тобто |u(l, t)| < +∞. Така умова
оправдана тим, що, хоч коефiцiєнти рiвняння (11) i гладкi, але коефiцi-
єнт g(l − x) при старшiй похiднiй uxx при x = l перетворюється в нуль,
тобто рiвняння вироджується. Отже, крайовi умови в даному випадку
мають такий вигляд:

u(0, t) = 0, |u(l, t)| < +∞, t ≥ 0. ◃

Приклад 3. Вивчити процес поширення тепла в iзотропному твер-
дому тiлi за наявностi теплових джерел, якщо вiдома початкова темпе-
ратура точок тiла та тепловий режим на його межi.

▹ Розглянемо тверде тiло D ⊂ R3, температура якого в точцi x :=
(x1, x2, x3) у момент часу t визначається функцiєю u(x, t). Якщо частини
тiла мають рiзну температуру, то в тiлi буде вiдбуватися рух тепла вiд
бiльш нагрiтих частин до менш нагрiтих. Вiзьмемо яку-небудь поверхню
S всерединi тiла i на нiй малий елемент σ, площу якого позначатимемо
через ∆σ. З теорiї теплопровiдностi вiдомо, що кiлькiсть тепла ∆Q,
яка проходить через елемент σ за час ∆t, пропорцiйна добутку ∆σ∆t i
похiднiй ∂ν⃗u вiд температури u вздовж нормалi ν⃗ до σ у напрямку руху
тепла, тобто

∆Q = −k∆σ∆t∂ν⃗u = −k∆σ∆t (gradu)ν⃗ , (12)
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де k > 0 – коефiцiєнт внутрiшньої теплопровiдностi, (gradu)ν⃗ – проекцiя
вектора gradu := (ux1 , ux2 , ux3) на нормаль ν⃗. За умовою тiло iзотропне,
тому коефiцiєнт k залежить лише вiд точки x тiла i не залежить вiд
напрямку нормалi в цiй точцi.

Для виведення рiвняння поширення тeпла скористаємося рiвнян-
ням теплового балaнсу: кiлькiсть тепла Q1, витраченого на змi-
ну температури певної областi, дорiвнює сумi кiлькостi тепла Q2,
що поступило iззовнi, i кiлькостi тепла Q3, що видiлилось у межах
даної областi внаслiдок хiмiчних, радiоактивних та iнших процесiв.
Розглянемо довiльну пiдобласть Ω ⊂ D з гладкою замкненою межею S
впродовж часу (t1, t2). Нехай у кожнiй точцi x густина маси тiла D до-
рiвнює ρ(x), а теплоємнiсть c(x). Тодi кiлькiсть тепла Q1, яка необхiдна
для змiни температури областi Ω на величину u(x, t2)− u(x, t1), x ∈ Ω,
дорiвнює

Q1 =

∫
Ω

c(x)ρ(x)u(x, t2)dx−
∫
Ω

c(x)ρ(x)u(x, t1)dx =

=

∫
Ω

c(x)ρ(x)(u(x, t2)− u(x, t1))dx

або

Q1 =

t2∫
t1

dt

∫
Ω

c(x)ρ(x)ut(x, t)dx,

оскiльки u(x, t2)− u(x, t1) =
t2∫
t1

ut(x, t)dt.

Згiдно з формулою (12) через поверхню S за промiжок часу (t1, t2)
надходить кiлькiсть тепла

Q2 =

t2∫
t1

dt

∫
S

k(x)∂ν⃗u(x, t)dS,

де −→ν – зовнiшня нормаль до поверхнi S.
Нехай F (x, t) – густина теплових джерел у точцi x у момент часу

t. Тодi кiлькiсть тепла, яке видiлилося або поглинулося в областi Ω за
промiжок часу (t1, t2), дорiвнює

11



Q3 =

t2∫
t1

dt

∫
Ω

F (x, t)dx.

Складемо тепер рiвняння балансу тепла для видiленої областi Ω.
Очевидно, що Q1 = Q2 +Q3, тобто

t2∫
t1

∫
Ω

c(x)ρ(x)ut(x, t)dx−
∫
S

k(x)∂ν⃗u(x, t)dS −
∫
Ω

F (x, t)dx

 dt=0.

Згiдно з формулою Остроградського-Ґауса∫
S

k(x)∂ν⃗u(x, t)dxS =

∫
Ω

div(k(x) gradu(x, t))dx,

тому маємо
t2∫

t1

dt

∫
Ω

(c(x)ρ(x)ut(x, t)− div(k(x) gradu(x, t))− F (x, t))dx = 0,

де div(k gradu) :=
3∑

i=1

(kuxi)xi
. Оскiльки пiдiнтегральна функцiя непе-

рервна, а область Ω i промiжок часу (t1, t2) довiльнi, то для будь-якої
точки x ∈ D i для довiльного моменту часу t > 0

c(x)ρ(x)ut(x, t) = div(k(x) gradu(x, t)) + F (x, t). (13)

Це рiвняння називається рiвнянням поширення тепла в неодно-
рiдному iзотропному тiлi.

Якщо тiло однорiдне, то c, ρ, k – сталi i рiвняння (13) можна пере-
писати у виглядi

ut(x, t) = a2(ux1x1(x, t) + ux2x2(x, t) + ux3x3(x, t)) + f(x, t), x ∈ D, t > 0,
(14)

де a :=
√

k
cρ , f(x, t) := F (x,t)

cρ .
Якщо в розглядуваному однорiдному тiлi немає джерел тепла, тобто

F (x, t) = 0, x ∈ D, t > 0, то дiстанемо однорiдне рiвняння тепло-
провiдностi

ut(x, t) = a2(ux1x1(x, t) + ux2x2(x, t) + ux3x3(x, t)), x ∈ D, t > 0, (15)
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яке є найпростiшим рiвнянням параболiчного типу.
Зокрема, коли температура u залежить лише вiд координат x1, x2,

t, що, наприклад, має мiсце при поширеннi тепла в тонкiй однорiднiй
пластинцi, рiвняння (15) переходить у таке:

ut(x, t) = a2(ux1x1(x, t) + ux2x2(x, t)), x ∈ D, t > 0.

Нарештi, для тiла лiнiйного розмiру, наприклад, для тонкого одно-
рiдного стержня, рiвняння теплопровiдностi набуває вигляду

ut(x, t) = a2uxx(x, t), x ∈ D, t > 0.

Якщо в момент часу t = 0 температура в кожнiй точцi x тiла дорiв-
нювала φ(x), то

u(x, t)|t=0 := u(x, 0) = φ(x), x ∈ D, (16)

є початковою умовою задачi.
Крайова умова може задаватися рiзними способами, наприклад:
1) у кожнiй точцi поверхнi S задається температура

u(x, t)|S = g1(z, t), z ∈ S, t ≥ 0, (17)

де g1 – вiдома функцiя точки z поверхнi S i часу t;
2) на поверхнi S задається тепловий потiк q = −k∂ν⃗u, звiдки

∂ν⃗z
u(x, t)|S = g2(z, t), z ∈ S, t ≥ 0, (18)

де ν⃗z – вектор зовнiшньої нормалi до поверхнi S у точцi z, g2 – вiдома
функцiя, яка виражається через заданий тепловий потiк за формулою
g2 = − q

k ;
3) на поверхнi S задана температура оточуючого середовища u0;

тодi за законом Ньютона тепловий потiк q = −k∂ν⃗u пропорцiйний
рiзницi температур тiла i середовища, тобто

−k∂ν⃗u(x, t)
∣∣∣
S
= H(u(x, t)− u0)

∣∣∣
S
, t ≥ 0,

де −→ν – зовнiшня нормаль до S, або, поклавши h := H
k ,

(∂ν⃗u(x, t) + h(u(x, t)− u0))|S = 0, t ≥ 0. (19)
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Отже, математична модель задачi про поширення тепла в iзотроп-
ному твердому тiлi така: знайти в областi Q = {(x, t)|x ∈ D, t > 0}
розв’язок рiвняння (14), який задовольняє початкову умову (16) i одну
з крайових умов (17), (18) або (19). ◃

У кожнiй конкретнiй ситуацiї задача про поширення тепла мо-
же бути простiшою. Про це свiдчить наступний приклад.

Приклад 4. Лiвий кiнець тонкого однорiдного стержня довжиною l
теплоiзольований, через бiчну поверхню вiдбувається теплообмiн з нав-
колишнiм середовищем, температура якого дорiвнює нулю, а темпера-
тура на правому кiнцi є заданою функцiєю часу g(t), t ≥ 0. Скласти
математичну модель задачi про поширення тепла в стержнi, якщо по-
чаткова температура нульова.

▹ Сумiстимо початок координат з лiвим кiнцем стержня, а вiсь Ox
спрямуємо вздовж його осi. Оскiльки стержень тонкий однорiдний, то
c, ρ i k сталi, а змiною температури в напрямах осей Oy i Oz можна
нехтувати, тобто uyy = uzz = 0. Межа стержня складається лише з
двох точок x = 0 i x = l, тому тепло, яке надходить через бiчну
поверхню, слiд вважати ”внутрiшнiм”, тобто ∆Q3 = ∆S∆t hu, отже,
густина теплових джерел F (x, t) = ∆Q3

∆v∆t = hu(x, t)∆S
∆v , 0 < x < l,

t > 0. Якщо припустити, що перерiз стержня – круг радiуса r, то
∆S = 2πr∆x,∆v = πr2∆x i тому F (x, t) = 2h

r u(x, t), 0 < x < l, t > 0.
Отже, рiвняння (14) набуде вигляду

ut(x, t) = a2uxx(x, t) + bu(x, t), 0 < x < l, t > 0, (20)

де b := 2h
cρr .

Лiвий кiнець стержня теплоiзольований, а тому потiк тепла через
нього дорiвнює нулю. Оскiльки вiсь Ox i нормаль −→ν протилежно на-
прямленi, то ∂ν⃗u = −ux, i тому з умови (18) випливає, що

ux(0, t) = 0, t ≥ 0. (21)

На правому кiнцi
u(l, t) = g(t), t ≥ 0. (22)

Початкова температура згiдно з умовою нульова, тобто

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l. (23)

Отже, математична модель задачi виражається рiвностями (20)–(23). ◃
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Зауваження. Якщо припустити, що температура в кожнiй
точцi x усерединi тiла усталилась, тобто вона не змiнюється з ча-
сом, то тодi ut = 0 i рiвняння (15) набуває вигляду

ux1x1(x) + ux2x2(x) + ux3x3(x) = 0, x ∈ D. (24)

Рiвняння (24) називається рiвнянням Лапласа. Для визна-
чення u тепер не треба задавати початковий розподiл температу-
ри (початкову умову), а досить задати лише крайову умову, не
залежну вiд часу.

Задача про знаходження розв’язку рiвняння (24) за його зна-
ченням на межi розглядуваної областi називається задачею Дi-
рiхле.

Задача про знаходження розв’язку рiвняння (24), який задо-
вольняє крайову умову ∂ν⃗zu(x)|S = φ(z), z ∈ S, називається за-
дачею Неймана.

Якщо в тiлi є джерела тепла, то рiвняння, яке описує устале-
ний тепловий процес, має вигляд

ux1x1(x) + ux2x2(x) + ux3x3(x) = f(x), x ∈ D. (25)

Рiвняння (25) називавається рiвнянням Пуассона, для ньо-
го також розглядаються задачi Дiрiхле i Неймана.

Вправи
O1. Сформулювати задачу про малi поздовжнi коливання

пружного однорiдного стержня змiнного перерiзу S(x) довжиною
l при довiльних початкових умовах для випадкiв, коли:

а) стержень має форму зрiзаного конуса з радiусами основ r i
R (r < R), якi закрiпленi жорстко;

б) кiнець стержня x = 0 закрiплений пружно, а до кiнця x = l,
починаючи з моменту t = 0, прикладена поздовжня сила F (t),
t > 0, на одиницю площi перерiзу.

O2. Поставити задачу про малi коливання струни в середо-
вищi з опором, пропорцiйним швидкостi, припускаючи, що кiнцi
струни закрiпленi.

15



O3. Дано однорiдну кулю радiуса R з нульовою початковою
температурою. Поставити задачу про розподiл температури при
t > 0 всерединi кулi, якщо: а) куля нагрiвається рiвномiрно по всiй
поверхнi сталим тепловим потоком q; б) на поверхнi кулi вiдбуває-
ться конвективний теплообмiн за законом Ньютона з навколишнiм
середовищем, температура якого залежить тiльки вiд часу.

O4. У трубцi довжиною l сталого перерiзу S, однорiдно запов-
ненiй пористою речовиною, вiдбувається дифузiя газу з початко-
вою (при t = 0) концентрацiєю φ(x), 0 < x < l. Поставити задачу
про визначення концентрацiї u газу в трубцi при t > 0, вважаючи
бiчну поверхню трубки газонепроникною, для випадкiв, коли:

а) на кiнцi x = 0, починаючи з моменту t = 0, пiдтримується
концентрацiя газу µ(t), t > 0, а кiнець x = l газонепроникний;

б) на кiнцi x = 0, починаючи з моменту t = 0, пiдтримує-
ться потiк газу q(t), t > 0, а кiнець x = l перекритий пористою
перегородкою, тобто на цьому кiнцi вiдбувається газообмiн з нав-
колишнiм середовищем за законом, аналогiчним закону Ньютона
для конвективного теплообмiну, причому концентрацiя газу в зов-
нiшньому середовищi дорiвнює нулю.

О5. Абсолютно гнучка нитка довжиною l пiдвiшена за кi-
нець x = l, а на другому кiнцi x = 0 прикрiплено вантаж ма-
сою M . Лiнiйна густина маси нитки ρ змiнюється за законом
ρ(x) = A√

l1+x
, 0 < x < l, де сталi A i l1 зв’язанi з масою ван-

тажу спiввiдношенням M = 2A
√
l1. Довести, що рiвняння ма-

лих коливань нитки навколо положення рiвноваги має вигляд
uyy =

1
a2
utt, a :=

√
q
2 , y :=

√
l + l1 −

√
l1 + x.

О6. Поставити задачу для поперечних коливань важкої стру-
ни довжиною l, що обертається з кутовою швидкiстю ω вiдносно
вертикального положення рiвноваги, верхнiй кiнець якої жорстко
закрiплено, а нижнiй – вiльний.

О7. Поставити задачу про визначення стацiонарної концентра-
цiї нестiйкого газу в цилiндрi радiуса R0 i висоти h, якщо в цилiн-
дрi є джерело газу (внаслiдок хiмiчної реакцiї ) сталої потужностi
Q, а швидкiсть розпаду газу пропорцiйна його концентрацiї u, для
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випадкiв, коли:
а) на основах цилiндра z = 0 i z = h концентрацiя газу пiдтри-

мується нульовою, а бiчна поверхня цилiндра газонепроникна;
б) основи z = 0 i z = h цилiндра пористi (через них вiдбу-

вається дифузiя за законом, аналогiчним закону Ньютона для
конвективного теплообмiну), а на бiчнiй поверхнi пiдтримується
нульoва концентрацiя газу, при цьому концентрацiя газу в зовнi-
шньому середовищi дорiвнює нулю.

О8. Скласти математичну модель задачi про поперечнi коли-
вання однорiдної прямокутної мембрани {0 < x < p, 0 < y < q},
якi викликанi початковим вiдхиленням φ(x, y) = Axy, A =const,
за умови, що частина межi {x = p, 0 ≤ y ≤ q} i {y = q, 0 ≤ x ≤ p}
вiльна, а iнша частина межi закрiплена жорстко, вважаючи, що
початковi швидкостi точок мембрани дорiвнюють нулю, а оточу-
юче середовище не чинить опору коливанням.

С1. Поставити задачу про охолодження тонкого кiльця, через
поверхню якого вiдбувається конвективний теплообмiн за законом
Ньютона з навколишнiм середовищем, що має задану темпера-
туру. Нерiвномiрнiстю розподiлу температури по товщинi кiльця
нехтувати.

С2. Двi пластинки завдовжки l1 i l2, виготовленi з рiзних ма-
терiалiв i нагрiтi до температур u0 i v0, у момент t = 0 вводяться в
дотик одна з одною. Скласти рiвняння, якi описують процес вирiв-
нювання температур, вважаючи, що вiльнi гранi теплоiзольованi
вiд навколишнього середовища.

С3. З’ясувати, чи спiввiдношення є диференцiальним рiвнян-
ням iз частинними похiдними:

а) u2xx + u2yy = (uxx − uyy)
2;

б) (tgu)x − ux
1

cos2 u
= 3u− 2.

С4. Визначити порядок рiвняння з частинними похiдними:
а) 2(ux − 2u)uxy −

(
(ux − 2u)2

)
y
= xy;

б) (u2yy − uy)x − 2uyy(uxy − ux)y = 2(ux − 1);
в) 2uxxuxxy −

(
(uxx − uy)

2
)
y
= 2uyuxxy − ux.

С5. Скласти математичну модель задачi про поперечнi ко-
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ливання круглої мембрани радiуса R, якi викликанi неперервно
розподiленою по мембранi поперечно дiючою силою з густиною
q sinωt, що дiє з моменту t = 0, якщо край мембрани закрiплено
пружно.

Домашнє завдання
Д1. Верхнiй кiнець пружного однорiдного вертикально пiд-

вiшеного важкого стержня довжиною l жорстко прикрiплено до
стелi лiфта, який вiльно падає, причому, досягнувши швидкостi
v, вiн умить зупиняється. Поставити задачу про малi поздовжнi
коливання цього стержня.

Д2. Неоднорiдна нитка, густина маси якої змiнюється за за-
коном ρ(x) = a√

b2−x2 , 0 < x < l, (a > 0, b > l) прикрiплена кiнцем
x = 0 до нерухомої осi, а на другому кiнцi x = l прикрiплена
кулька, маса якої M = a

l

√
b2 − l2.

Довести, що при обертаннi нитки зi сталою кутовою швидкi-
стю ω навколо вказаної осi рiвняння малих коливань має вигляд
utt = ω2uyy, де y := arcsinxb .

Д3. Поставити задачу про малi поздовжнi коливання однорi-
дного пружного стержня довжиною l, один кiнець якого закрiпле-
но жорстко, а другий – пружно, тобто зазнає опору, пропорцiйного
швидкостi. Опором середовища знехтувати.

Д4. Дано тонкий однорiдний стержень довжиною l, початко-
ва температура якого φ(x), 0 ≤ x ≤ l. Поставити крайову задачу
про визначення температури стержня, якщо на кiнцi x = 0 пiд-
тримується стала температура u0, а на бiчнiй поверхнi i на кiнцi
x = l вiдбувається конвективний теплообмiн за законом Ньютона
з навколишнiм середовищем, температура якого дорiвнює нулю.

Д5. Однорiдний стержень довжиною l сталого перерiзу S має
початкову температуру φ(x), 0 ≤ x ≤ l. На поверхнi стержня
вiдбувається конвективний теплообмiн за законом Ньютона з се-
редовищем, яке має температуру v(t), t > 0. Кiнцi стержня x = 0
i x = l затиснутi в масивнi клеми iз заданими теплоємностями
C i Q вiдповiдно i достатньо великою теплопровiднiстю. Сформу-
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лювати задачу про визначення температури u при t > 0 у цьому
стержнi для випадкiв, коли:

а) стержень нагрiвається електричним струмом силою I, який
тече по ньому;

б) починаючи з моменту t = 0, у стержнi дiють тепловi дже-
рела з об’ємною густиною F (x, t), 0 < x < l, t > 0;

в) тепло в стержнi поглинається пропорцiйно ut у кожнiй його
точцi.

Д6. Вивести рiвняння стацiонарного процесу дифузiї:
а) в однорiдному iзотропному середовищi, яке перебуває у ста-

нi спокою;
б) в однорiдному iзотропному середовищi, яке рухається iз за-

даною швидкiстю вздовж осi Ox.
Д7. Поставити задачу про визначення стацiонарного розподi-

лу температури в твердому тiлi, що має форму обмеженого цилiн-
дра, якщо на нижню його основу подається сталий тепловий потiк
q, бiчна поверхня теплоiзольована, а верхня основа пiдтримується
при заданiй температурi.

Вiдповiдi
О1. а) (r+ R−r

l x)2utt =
E
ρ ((r+

R−r
l x)2ux)x, 0 < x < l, t > 0, u(0, t) =

0, u(l, t) = 0, t ≥ 0, u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l;
б) ρSutt = E(Sux)x, 0 < x < l, t > 0, S(0)Eux(0, t) − σu(0, t) = 0,

Eux(l, t) = F (t), t ≥ 0, u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, σ –
коефiцiєнт жорсткостi пружного крiплення.

О2. Для визначення поперечних вiдхилень u точок струни вiд їхньо-
го положення рiвноваги дiстанемо задачу

utt(x, t) = a2uxx(x, t)− 2ν2ut(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = f(x), ut(x, 0) = F (x), 0 ≤ x ≤ l,
де 2ν2 := k/ρ, ρ – лiнiйна густина маси струни, k – коефiцiєнт тертя,
тобто коефiцiєнт пропорцiйностi в спiввiдношеннi Φ = −kut, яке вира-
жає силу тертя, дiючу на одиницю довжини струни.

О3. ut = a2(urr + 2
rur), 0 < r < R, t > 0; u(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R;

крайовi умови: а) |u(0, t)| < +∞, ur(R, t) = q
k , t > 0; б) |u(0, t)| < +∞,

(ur + hu)|r=R = φ(t), t ≥ 0, h := H
k .
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О4. a) ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, a2 := αD
c ,

u(0, t) = µ(t), ux(l, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l,

α – коефiцiєнт пористостi перерiзу, який дорiвнює вiдношенню площi
пор у даному перерiзi до площi цього перерiзу;

б) ut = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, a2 := αD
c ,

ux(0, t) = − 1
αSD q(t), ux(l, t) +

α
Du(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l,
деD – коефiцiєнт дифузiї, c – коефiцiєнт пористостi середовища трубки,
α – коефiцiєнт дифузiї через пористу перегородку.

О6. utt = g((l − x)ux)x + ω2u, 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, |u(l, t)| < +∞, t ≥ 0,

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l.
О7. а) K∆u− γu+Q = 0, 0 < r < R0, 0 < z < h, t > 0,

u(r, 0) = 0, u(r, h) = 0, 0 ≤ r < R0, ur(R0, z) = 0, 0 ≤ z ≤ h,
де γ – коефiцiєнт розпаду газу;

б)K∆u−γu+Q = 0, 0 < r < r0, 0 < z < h, t > 0,Duz(r, 0)−du(r, 0) =
0, Duz(r, h) + du(r, h) = 0, 0 ≤ r < r0, u(r0, z) = 0, 0 ≤ z ≤ h, де d –
коефiцiєнт зовнiшньої дифузiї (обмiну), γ – коефiцiєнт розпаду газу.

О8. utt = a2(uxx + uyy), 0 < x < p, 0 < y < q, t > 0,
u(0, y, t) = 0, ux(p, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ q, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, uy(x, q, t) = 0, 0 ≤ x ≤ p, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = Axy, ut(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ p, 0 ≤ y ≤ q.

С1. uxx − 1
a2ut = b(u− u0), a :=

√
k
cρ , b := αl

kσ , 0 < x < l, t > 0,
u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l, u(0, t) = u(l, t), ux(0, t) = ux(l, t), t ≥ 0.

С2. uxx = c1ρ1

k1
ut, 0 < x < l1, vxx = c2ρ2

k2
vt, l1 < x < l1 + l2.

С3. а) так, б) нi.
С4. а) першого порядку, б) i в) – другого порядку.
С5. utt = a2(urr +

1
rur) +

q
ρ sinωt, 0 < r < R, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, (ur(R, t) + hu(R, t)) = 0, t ≥ 0,
u(r, 0) = 0, ut(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R,

де ρ – поверхнева густина маси мембрани, h > 0.

Д1. uxx − 1
a2utt = − g

a2 , де a :=
√

E
ρ0

, 0 < x < l, t > 0; u(0, t) = 0,
ux(l, t) = 0, t ≥ 0; u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = v(x), 0 ≤ x ≤ l.

Д3. utt = a2uxx, 0 < x < l, t > 0, a2 := E
ρ ; u(0, t) = 0,

(ESux − kut)|x=l = 0, t ≥ 0; u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l, де
k – коефiцiєнт тертя для кiнця стержня x = l.
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Д4. ut = a2uxx− αp
cρSu, 0<x<l, t>0; u(0, t)=u0, ux(l, t)+hu(l, t)=0,

t ≥ 0; u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l, p – периметр поперечного перерiзу
стержня, h := α

k .
Д5. а) ut = k

cρuxx − χσ
cρSu + χσ

cρS v(t) +
βI2R
cρS , 0 < x < l, t > 0;

kSux(0, t) = Cut(0, t), −kSux(l, t) = Qut(l, t), t ≥ 0; u(x, 0) = φ(x),
0 ≤ x ≤ l, β – коефiцiєнт пропорцiйностi у формулi q = βI2R∆x, яка
виражає кiлькiсть тепла, що видiляється струмом за одиницю часу в
елементi стержня (x, x+∆x);

б) ut= k
cρuxx−

χσ
cρSu+ χσ

cρS v(t)+
1

cρSF (x, t), 0<x<l, t>0; kSux(0, t) =
= Cut(0, t), −kSux(l, t) = Qut(l, t), t ≥ 0; u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l;

в) ut = k
cρuxx − α

cρSut −
χσ
cρSu+ χσ

cρS v(t), 0 < x < l, t > 0; kSux(0, t) =
Cut(0, t), −kSux(l, t) = Qut(l, t), t ≥ 0; u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l, α – ко-
ефiцiєнт пропорцiйностi у формулi q = αutS∆x, яка виражає кiлькiсть
тепла, що поглинається об’ємом S∆x елемента стержня (x, x+∆x).

Д6. Рiвняння стацiонарного процесу дифузiї має вигляд
div(D gradu)− div(v u) = 0 або D∆u− vxux − vyuy − vzuz = 0.

Звiдси маємо такi частиннi випадки:
а) рiвняння стацiонарного процесу дифузiї в однорiдному iзотроп-

ному середовищi, яке перебуває в станi спокою (v = 0) : ∆u = 0;
б) рiвняння стацiонарного процесу дифузiї в однорiдному iзотроп-

ному середовищi, яке рухається iз заданою швидкiстю v (у випадку
руху вздовж осi Ox, тобто vx = v, vy = 0, vz = 0): ∆u − v

Dux = 0.
Скористатися законом Нернста: q⃗ = −D gradu, де u – концентрацiя,
D – коефiцiєнт дифузiї, q⃗ – вектор густини потоку речовини. Крiм
цього дифузiйного потоку речовини, треба врахувати потiк переносу
Q = uv⃗, де v⃗ := (vx, vy, vz) – швидкiсть руху середовища.

Д7. У цилiндричнiй системi координат маємо задачу
1
ρ (ρuρ(ρ, φ, z))ρ +

1
ρ2uφφ(ρ, φ, z) + uzz(ρ, φ, z) = 0,

0 < ρ < a, 0 < φ ≤ 2π, 0 < z < h;
uz(ρ, φ, 0) = q, u(ρ, φ, h) = f(ρ, φ), 0 ≤ ρ ≤ a, 0 ≤ φ ≤ 2π;
uρ(a, φ, z) = 0, |u(0, φ, z)| < +∞, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ h;

u(ρ, 0, z) = u(ρ, 2π, z), 0 ≤ ρ < a, 0 ≤ z ≤ h.
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Тема 2. Класифiкацiя та зведення до канонiчного
вигляду рiвнянь iз частинними похiдними
другого порядку

10. Випадок довiльного числа незалежних змiнних.
Розглянемо в областi Ω ⊂ Rn лiнiйне диференцiальне рiвняння
з частинними похiдними другого порядку

n∑
i,j=1

aij(x)uxixj +

n∑
i=1

ai(x)uxi + a(x)u = f(x), (1)

де x := (x1, . . . , xn), коефiцiєнти aij , ai, a та права частина f є
дiйснозначними функцiями i, крiм того, aij(x) = aji(x), x ∈ Ω,
{i, j} ⊂ {1, . . . , n}.

Нехай x0 – довiльна точка з Ω. Розглянемо рiвняння (1) iз
обчисленими в цiй точцi коефiцiєнтами aij групи старших членiв,
тобто рiвняння

n∑
i,j=1

aij(x
0)uxixj +

n∑
i=1

ai(x)uxi + a(x)u = f(x). (2)

Зробимо в рiвняннi (2) невироджену замiну змiнних

ξk =

n∑
j=1

αkjxj , k ∈ {1, . . . , n}, det(αkj)nk,j=1 ̸= 0. (3)

При замiнi (3) функцiя u(x) перейде в функцiю ũ(ξ). Виразимо
похiднi вiд функцiї u за x через похiднi вiд функцiї ũ за ξ :

uxi =

n∑
k=1

ũξk(ξk)xi =

n∑
k=1

ũξkαki,

uxixj =
n∑

m=1

(ũxi)ξm(ξm)xj =
n∑

k,m=1

ũξkξmαkiαmj .
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Пiдставивши цi вирази в (2), дiстанемо рiвняння
n∑

k,m=1

ākm(x
0)ũξkξm = F (ξ, ũ, ũξ1 , . . . , ũξn), (4)

де ākm(x0) :=
n∑

i,j=1
aij(x

0)αkiαmj , а F (ξ, ũ, ũξ1 , . . . , ũξn) – функцiя,

яка не залежить вiд других похiдних функцiї ũ.
Розглянемо тепер квадратичну форму

K =

n∑
i,j=1

aij(x
0)yiyj , (y1, . . . , yn) ∈ Rn, (5)

i зробимо в нiй замiну змiнних

yi =
n∑
k=1

αkizk, i ∈ {1, . . . , n}. (6)

Тодi

K =

n∑
i,j=1

aij(x
0)

n∑
k=1

αkizk

n∑
m=1

αmjzm =

=

n∑
k,m=1

( n∑
i,j=1

aij(x
0)αkiαmj

)
zkzm =

n∑
k,m=1

ākm(x
0)zkzm.

Отже, коефiцiєнти квадратичної форми при перетвореннi (6)
змiнюються так само, як коефiцiєнти групи старших членiв рiв-
няння (2) при перетвореннi (3). Очевидно, що для знаходження
матрицi перетворення (3) треба взяти матрицю перетворення (6),
знайти для неї обернену матрицю i протранспонувати її.

З курсу алгебри вiдомо, що невироджене перетворення (6) мо-
жна вибрати так, щоб квадратична форма (5) звелася до канонiч-
ного вигляду

K =
n∑
i=1

λi(x
0)z2i , λi ∈ {−1, 0, 1}.

23



Тодi, вибравши описаним вище способом перетворення (3), зведе-
мо рiвняння (2) до канонiчного вигляду

n∑
i=1

λi(x
0)ũξiξi = F (ξ, ũ, ũξ1 , . . . , ũξn).

Позначимо через n+ := n+(x
0) число додатних λi, через n− :=

n−(x
0) – число вiд’ємних λi, а через n0 := n0(x

0) – число нульових
λi, n = n+ + n− + n0.

Рiвняння (1) називається елiптичним у точцi x0 (рiвнянням
елiптичного типу в точцi x0), якщо n+ = n або n− = n.

Рiвняння (1) називається гiперболiчним у точцi x0 (рiвня-
нням гiперболiчного типу в точцi x0), якщо n+ = n− 1, а n− = 1,
або якщо n+ = 1, а n− = n− 1.

Рiвняння (1) називається параболiчним у точцi x0 (рiвня-
нням параболiчного типу в точцi x0), якщо n0 = 1, а n− = n − 1
або n+ = n− 1.

Наведенi спiввiдношення мiж n+, n− i n0, очевидно, не вичер-
пують усiх можливих випадкiв. Тому рiвняння у точцi x0 може
не належати до жодного iз зазначених типiв. Таке рiвняння на-
зивають безтипним. Серед безтипних у цьому розумiннi рiвнянь
видiляють ультрагiперболiчнi й ультрапараболiчнi.

Рiвняння (1) називається:
1) ультрагiперболiчним у точцi x0, якщо n0 = 0, n+ ≥ 2,

n− ≥ 2;
2) ультрапараболiчним у точцi x0, якщо n0 ≥ 2, а n− = 0

або n+ = 0;
Рiвняння (1) називається елiптичним, гiперболiчним, па-

раболiчним, ультрагiперболiчним чи ультрапараболiчним
в областi Ω, якщо воно є таким у кожнiй точцi цiєї областi.

З попереднього випливає, що рiвняння (1) може в рiзних пiд-
областях областi Ω належати до рiзних типiв. Тодi воно називає-
ться рiвнянням мiшаного типу.
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Приклад 1. Визначити тип i звести до канонiчного вигляду рiв-
няння

uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz + ux + uy = 0, (7)

де u := u(x, y, z).
▹ Розглянемо квадратичну форму, складену за групою старших чле-

нiв рiвняння (7),

K = z21 + 2z1z2 + 2z22 + 4z2z3 + 5z23 (8)

i зведемо її до канонiчного вигляду. Для цього видiлимо повнi квадрати

K = (z1 + z2)
2 + (z2 + 2z3)

2 + z23 . (9)

Якщо зробити перетворення

η1 = z1 + z2, η2 = z2 + 2z3, η3 = z3, (10)

то квадратична форма набуде вигляду

K = η21 + η22 + η23 . (11)

Отже, рiвняння (7) елiптичне в усьому просторi, бо n+ = 3 (λ1 = λ2 =
λ3 = 1).

Щоб звести рiвняння (7) до канонiчного вигляду, треба вибрати вiд-
повiдне перетворення. Згiдно з описаним вище, для цього треба знайти
матрицю, обернену до матрицi перетворення (10) 1 1 0

0 1 2
0 0 1

 ,

i протранспонувати її. Легко бачити, що цiєю матрицею є 1 0 0
−1 1 0
2 −2 1

 .

Тому  ξ1
ξ2
ξ3

 =

 1 0 0
−1 1 0
2 −2 1

 x
y
z


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i шукане перетворення таке:

ξ1 = x, ξ2 = −x+ y, ξ3 = 2x− 2y + z. (12)

Вiдомо, що група старших членiв рiвняння (7) матиме пiсля пере-
творення (12) вигляд

ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 . (13)

Для знаходження групи молодших членiв рiвняння обчислимо похiднi

ux = ũξ1(ξ1)x + ũξ2(ξ2)x + ũξ3(ξ3)x = ũξ1 − ũξ2 + 2ũξ3 ,

uy = ũξ2 − 2ũξ3 .

Якщо пiдставити цi вирази в рiвняння (7) i врахувати (13), то одержимо
канонiчний вигляд рiвняння (7)

ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 + ũξ1 = 0. ◃

Приклад 2. Визначити тип рiвняння

4uxx + 2uyy − 6uzz + 6uxy + 10uxz + 4uyz + 2u = 0, (14)

де u := u(x, y, z), i звести його до канонiчного вигляду.
▹ Розглянемо квадратичну форму, складену за групою старших чле-

нiв рiвняння,

K = 4z21 + 2z22 − 6z23 + 6z1z2 + 10z1z3 + 4z2z3.

Видiливши повнi квадрати, дiстанемо

K =
1

4
(4z1 + 3z2 + 5z3)

2 − 1

4
(z2 + 7z3)

2.

Якщо зробити замiну

η1 =
1

2
(4z1 + 3z2 + 5z3), η2 =

1

2
(z2 + 7z3), η3 = z3,

то квадратична форма набуде канонiчного вигляду

K = η21 − η22 .

Тут n0 = 1, n+ = 1, n− = 1, а тому рiвняння (14) не належить до
жодного з описаних вище типiв, тобто є безтипним.
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Визначимо перетворення, яке зводить рiвняння (14) до канонiчного
вигляду. Для цього знайдемо мaтрицю, обернену до матрицi 2 3/2 5/2

0 1/2 7/2
0 0 1

 ,

i протранспонуємо її. Такою є матриця 1/2 0 0
−3/2 2 0
4 −7 1

 .

Тому перетворення, яке зводить рiвняння (14) до канонiчного вигляду,
таке: ξ1 = 1

2x, ξ2 = −3
2x + 2y, ξ3 = 4x − 7y + z, а канонiчний вигляд

рiвняння (14)
ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 + 2ũ = 0. ◃

20. Випадок двох незалежних змiнних. Розглянемо те-
пер квазiлiнiйне рiвняння другого порядку з двома незалежними
змiнними x i y

a(x, y)uxx+2b(x, y)uxy+c(x, y)uyy+f(x, y, u, ux, uy) = 0, (x, y) ∈ Ω,
(15)

де коефiцiєнти a, b i c мають неперервнi частиннi похiднi до дру-
гого порядку включно i |a|+ |b|+ |c| ̸= 0 в Ω.

Рiвнянню (15) вiдповiдає квадратична форма

K = a(x, y)z21 + 2b(x, y)z1z2 + c(x, y)z22 , (x, y) ∈ Ω, (z1, z2) ∈ R2.

З курсу алгебри вiдомо, що її канонiчний вигляд, а отже, тип
рiвняння (15), залежить вiд знаку виразу b2 − ac, а саме: якщо
b2 − ac > 0, то рiвняння (15) належить до гiперболiчного типу
(квадратична форма K знакозмiнна), якщо b2 − ac = 0 – до па-
раболiчного типу (квадратична форма K знакостала), якщо ж
b2 − ac < 0 – до елiптичного типу (квадратична форма K знако-
визначена) в областi Ω.

Щоб звести рiвняння (15) до канонiчного вигляду, треба скла-
сти рiвняння характеристик

a(x, y)(dy)2 − 2b(x, y)dxdy + c(x, y)(dx)2 = 0, (x, y) ∈ Ω, (16)
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яке розпадається на два рiвняння

ady − (b+
√
b2 − ac)dx = 0, (17)

ady − (b−
√
b2 − ac)dx = 0, (18)

i знайти їхнi першi (загальнi) iнтеграли

φ(x, y) = C1, ψ(x, y) = C2. (19)

У гiперболiчному випадку b2 − ac > 0, тому функцiї φ i ψ є
дiйснозначними i, крiм того, незалежними (якобiан D(φ,ψ)

D(x,y) ̸= 0).
Рiвностi (19) визначають двi рiзнi сiм’ї дiйсних характеристик.
Замiною змiнних ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y) рiвняння (15) зводиться
до канонiчнго вигляду

ũξη + f1(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0. (20)

У параболiчному випадку b2 − ac = 0, а тому рiвняння (17)
i (18) збiгаються i ми матимемо тiльки одну сiм’ю дiйсних хара-
ктеристик φ(x, y) = C. Замiною змiнних ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y),
де ψ – довiльна гладка функцiя така, що ця замiна змiнних не-
вироджена в розглядуванiй областi, рiвняння (15) зводиться до
канонiчного вигляду

ũηη + f2(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0. (21)

В елiптичному випадку b2 − ac < 0, тому першi iнтеграли (19)
будуть комплексно спряженими, тобто

φ(x, y) = α(x, y) + iβ(x, y), ψ(x, y) = α(x, y)− iβ(x, y),

де α i β – дiйснозначнi функцiї. У цьому випадку маємо двi сiм’ї
уявних характеристик. Замiною ξ = α(x, y), η = β(x, y) рiвняння
(15) зводиться до канонiчного вигляду

ũξξ + ũηη + f3(ξ, η, ũ, ũξ, ũη) = 0. (22)
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При зведеннi до канонiчного вигляду рiвняння (15) треба
пам’ятати, що таке зведення можливе лише у кожнiй з тих частин
областi, де рiвняння зберiгає тип.

Якщо рiвняння (15) лiнiйне, тобто

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + d(x, y)ux+

+e(x, y)uy + f(x, y)u = g(x, y), (23)

то пiсля невиродженої замiни

ξ = φ(x, y), η = ψ(x, y) (24)

воно набуде вигляду

ãũξξ + 2b̃ũξη + c̃ũηη + d̃ũξ + ẽũη + f̃ ũ = g̃, (25)

де
ã(ξ, η) := a(ξx)

2 + 2bξxξy + c(ξy)
2,

c̃(ξ, η) := a(ηx)
2 + 2bηxηy + c(ηy)

2,

b̃(ξ, η) := aξxηx + b(ξxηy + ξyηx) + cξyηy, (26)

d̃(ξ, η) := aξxx + 2bξxy + cξyy + dξx + eξy,

ẽ(ξ, η) := aηxx + 2bηxy + cηyy + dηx + eηy,

f̃(ξ, η) := f, g̃(ξ, η) := g.

Зауважимо, що в правих частинах (26) треба перейти вiд змiн-
них x i y до змiнних ξ i η, розв’язавши вiдносно x i y систему
рiвнянь {

φ(x, y) = ξ,
ψ(x, y) = η.

Можна довести, що коли коефiцiєнти рiвняння (23) сталi, то i
коефiцiєнти рiвняння (25) є сталими. Формулами (26) зручно ко-
ристуватися при знаходженнi канонiчного вигляду рiвняння(23).
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Приклад 3. Звести до канонiчного вигляду рiвняння

uxx(x, y)− 2 cosxuxy(x, y)− (3 + sin2 x)uyy(x, y)− yuy(x, y) = 0. (27)

▹ Оскiльки a = 1, b = − cosx, c = −(3+sin2 x), то b2−ac = cos2 x+3+
sin2 x = 4 > 0 i, отже, задане рiвняння є гiперболiчним в усiй площинi.
Рiвняння характеристик

(dy)2 + 2 cosxdxdy − (3 + sin2 x)(dx)2 = 0

розпадається на такi два рiвняння:

dy

dx
= − cosx− 2,

dy

dx
= − cosx+ 2.

Загальними iнтегралами цих рiвнянь є вiдповiдно

y + sinx− 2x = C1, y + sinx+ 2x = C2.

Для зведення рiвняння (27) до канонiчного вигляду зробимо замiну
ξ = y + sinx − 2x, η = y + sinx + 2x. Частиннi похiднi вiд функцiї u за
змiнними x, y виразимо через похiднi вiд функцiї ũ за змiнними ξ, η :

ux = ũξξx + ũηηx = ũξ(cosx− 2) + ũη(cosx+ 2),

uy = ũξξy + ũηηy = ũξ + ũη,

uxx = ũξξ(ξx)
2 + 2ũξηξxηx + ũηη(ηx)

2 + ũξξxx + ũηηxx =

= (cosx− 2)2ũξξ + 2(cos2 x− 4)ũξη + (cosx+ 2)2ũηη − sinxũξ − sinxũη,

uxy = ũξξξxξy + ũξη(ξxηy + ξyηx) + ũηηηxηy + ũξξxy + ũηηxy =

= (cosx− 2)ũξξ + 2 cosxũξη + (cosx+ 2)ũηη,

uyy = ũξξ(ξy)
2 + 2ũξηξyηy + ũηη(ηy)

2 + ũξξyy + ũηηyy = ũξξ + 2ũξη + ũηη.

Пiдставивши вирази для цих похiдних у рiвняння (27), пiсля зведе-
ння подiбних членiв, дiстанемо

−16ũξη(ξ, η)− (y + sinx)(ũξ(ξ, η) + ũη(ξ, η)) = 0.

Оскiльки y + sinx = 1
2 (ξ + η), то остаточно матимемо

ũξη(ξ, η) +
ξ + η

32
(ũξ(ξ, η) + ũη(ξ, η)) = 0. ◃
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Приклад 4. Звести до канонiчного вигляду рiвняння

xuxx(x, y)− 2
√
xyuxy(x, y) + yuyy(x, y) + 0, 5uy(x, y) = 0, x > 0, y > 0.

(28)
▹ Тут a = x, b = −√

xy, c = y, b2 − ac = xy − xy = 0. Отже, рiвняння
(28) параболiчне в областi Ω := {(x, y) ∈ R2|x > 0, y > 0}. Воно має одну
сiм’ю характеристик, якi описуються диференцiальним рiвнянням

y−1/2dy = −x−1/2dx.

Загальний iнтеграл цього рiвняння
√
x+

√
y = C. Тому беремо ξ =√

x +
√
y, а за η можна взяти довiльну функцiю ψ ∈ C2(Ω), для якої

якобiан D(ξ,η)
D(x,y) ̸= 0. Покладемо η =

√
x. Маємо

ux = (2
√
x)−1(ũξ + ũη), uy = (2

√
y)−1ũξ,

uxx = (4x)−1ũξξ + (2x)−1ũξη + (4x)−1ũηη − (4
√
x3)−1(ũξ + ũη),

uxy = (4
√
xy)−1(ũξξ + ũξη), uyy = (4y)−1ũξξ − (4

√
y3)−1ũξ.

Якщо пiдставити цi вирази в рiвняння (28), то дiстанемо його кано-
нiчний вигляд

ũηη(ξ, η)−
1

η
(ũξ(ξ, η) + ũη(ξ, η)) = 0. ◃

Приклад 5. Звести до канонiчного вигляду рiвняння

y2uxx(x, y) + 2xyuxy(x, y) + 2x2uyy(x, y) + yuy(x, y) = 0, x ̸= 0, y ̸= 0.
(29)

▹ У цьому рiвняннi a = y2, b = xy, c = 2x2, b2 − ac = −x2y2 < 0 в
областi, де x ̸= 0 i y ̸= 0. Це означає, що воно елiптичне в цiй областi.
Рiвняння характеристик y2(dy)2 − 2xydxdy+2x2(dx)2 = 0 розпадається
на два рiвняння

dy

dx
= (1 + i)

x

y
,

dy

dx
= (1− i)

x

y
.

Розв’язуючи цi рiвняння, знаходимо двi сiм’ї уявних характеристик

(1 + i)x2 − y2 = C1, (1− i)x2 − y2 = C2.
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Введемо новi незалежнi змiннi ξ = x2−y2, η = x2. Для знаходження кое-
фiцiєнтiв канонiчного вигляду рiвняння (29) скористаємося формулами
(26). Оскiльки в елiптичному випадку ã = c̃, а b̃ = 0, то

ã = c̃ = y2(2x)2 + 2xy(2x)(−2y) + 2x2(−2y)2 = 4x2y2,

d̃ = 2y2 + 2xy · 0 + 2x2(−2) + y(−2y) = −4x2,

ẽ = y2 · 2 + 2xy · 0 + 2x2 · 0 + y · 0 = 2y2, f̃ = f = 0, g̃ = g = 0.

Отже, рiвняння (29) набуває вигляду

4x2y2(ũξξ + ũηη)− 4x2ũξ + 2y2ũη = 0.

Оскiльки y2 = η − ξ, x2 = η, то канонiчний вигляд рiвняння такий:

ũξξ(ξ, η) + ũηη(ξ, η) +
1

ξ − η
ũξ(ξ, η) +

1

2η
ũη(ξ, η) = 0. ◃

Зауваження 1. Рiвняння (29) визначене також на координатних
осях, але там b2 − ac = 0, тобто рiвняння перестає бути елiптичним.
При цьому коефiцiєнти канонiчного вигляду 1

2η = 1
2x2 або 1

ξ−η = − 1
y2

стають необмеженими. Лiнiї x = 0 i y = 0 називаються лiнiями пара-
болiчностi.

Приклад 6. Звести до канонiчного вигляду рiвняння

uxx + yuyy = 0, (x, y) ∈ R2. (30)

▹ Тут a = 1, b = 0, c = y, b2 − ac = −y. Якщо y = 0, то рiвняння
параболiчне i його канонiчний вигляд uxx = 0, тобто, як i в прикладi 5,
y = 0 є лiнiєю параболiчностi. При y > 0 наше рiвняння є елiптичним,
а при y < 0 – гiперболiчним.

Складемо рiвняння характеристик

(dy)2 + y(dx)2 = 0.

Якщо y > 0, то звiдси дiстанемо два рiвняння

dy + i
√
ydx = 0, dy − i

√
ydx = 0,

якi мають загальнi iнтеграли −2
√
yi+x = C1, 2

√
yi+x = C2. Зробивши

замiну ξ = x, η = 2
√
y, одержуємо за формулами (26), що ã = c̃ = 1,
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b̃ = 0, d̃ = 0, ẽ = − 1
2
√
y , f̃ = 0, g̃ = 0. Отже, в областi елiптичностi

рiвняння (30) має канонiчний вигляд

ũξξ(ξ, η) + ũηη(ξ, η)−
1

η
ũη(ξ, η) = 0, η > 0.

В областi гiперболiчностi (y < 0) рiвняння характеристик розпада-
ється на рiвняння

dy +
√
−ydx = 0, dy −

√
−ydx = 0.

Звiдси дiстаємо двi сiм’ї характеристик: x+2
√
−y = C1, x−2

√
−y = C2.

Замiна змiнних ξ = x + 2
√
−y, η = x − 2

√
−y зводить рiвняння (30) до

канонiчного вигляду

ũξη(ξ, η) +
1

2(ξ − η)
(ũξ(ξ, η)− ũη(ξ, η)) = 0,

бо коефiцiєнти ã = c̃ = 0, b̃ = 2, d̃ = 1
2
√
−y
, ẽ = − 1

2
√
−y
, f̃ = 0, g̃ = 0,

ξ − η = 4
√
−y ̸= 0. ◃

Зауваження 2. Oскiльки характеристики вибираються неод-
нозначно, то коефiцiєнти в групi молодших членiв канонiчної фор-
ми рiвняння можуть вiдрiзнятися.

Вправи
О1. Визначити тип рiвняння i звести його до канонiчного виг-

ляду:
1) uxx + 2uxy − 2uxz + 2uyy + 6uzz = 0,
2) uxy + uxz − uyz − ux + uy = 0,
3) uxx+uyy+uzz+6uxy+2uxz+2uyz+2ux+2uy+2uz+4u = 0,
4) uxy − 2uxz + uyz + ux +

1
2uy = 0,

5) uxx + 5uyy + 14uzz + 4uxy + 16uyz + 6uxz = 0.
О2. Пропонованi нижче рiвняння звести до канонiчного виг-

ляду в кожнiй з областей, де зберiгається тип рiвняння:
1) uxx + 2uxy + 2uyy = 0,
2) uxx + 2uxy + uyy + 4u = 0,
3) uxx + 2uxy − 3uyy + 2ux + 6uy = 0,
4) x2uxx − y2uyy − 2yuy = 0,

33



5) x2uxx − 2xyuxy + y2uyy + xux + yuy = 0,
6) sin2 xuxx − 2y sinxuxy + y2uyy = 0,
7) uxx + yuyy + 0, 5uy = 0,
8) xyuxx + uyy +

1
2yux −

1
2yuy = 0, x ≥ 0, y > 0,

9) x2uxx + 2xyuxy + y2uyy = 0,
10) y2uxx − 2xyuxy + x2uyy = 0,
11) uxx − 4uxy + 4uyy + uy − ux = 0,
12) uxx − 2 sinxuxy − cos2 xuyy − cosxuy = 0,
13) x2uxx − y2uyy = 0,
14) uxx − 4uxy − 3uyy − 2ux + 6uy = 0.
С1. Звести до канонiчного вигляду рiвняння:
1) uxx + 2uxy + 2uyy + 4uyz + 5uzz − ux + 3uz = 0,
2) uxx + 2uxz − 2uxt + uyy + 2uyz + 2uyt + 2uzz + 2utt = 0,
3) uyy − 2uxy + uzz + ux + uy + uz + u = 0,
4) 2uxx + uyy + uzz − 2uxy + 2ux − uy + uz + u = 0,
5) uxx − 2uxy − 2uxz + ux + uy + 2uz + u = 0.
С2. Визначити тип рiвняння i звести його до канонiчного ви-

гляду:
1) uxx + 2uxy + cos2 xuyy − ctgx(ux + uy) = 0,
2) uxx − xuyy = 0,
3) uxx + xuyy = 0 для x ≥ 0,
4) xuxx + 2

√
xyuxy + yuyy − 1

2(
√
y√
x
− 1)uy = 0,

5) e2xuxx + 2ex+yuxy + e2yuyy = 0,
6) tg2xuxx − 2ytgxuxy + y2uyy + (tg3x)ux = 0,
7) yuxx + xuyy = 0, x > 0, y ≥ 0,
8) y2uxx + 2xyuxy + 2x2uyy + yuy = 0.

Домашнє завдання
Д1. Звести до канонiчного вигляду рiвняння:
1) 4uxx − 4uxy − 2uyz + uy + uz = 0,
2) uxy − uxz + ux + uy − uz = 0,
3) uxy − uxt + uzz − 2uzt + 2utt = 0,
4) uxy + uxz + uxt + uzt = 0,
5) uxx + 4uxy − uzz = 0,
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6) 3uxy − 2uxz − uyz − u = 0.
Д2. У кожнiй областi, де зберiгається тип рiвняння, звести

його до канонiчного вигляду:
1) uxx − 2uxy + 2uyy = 0,
2) 4uxx + 4uxy + uyy − 2uy = 0,
3) uxx + 4uxy + uyy + 2ux + uy + u = 0,
4) uxx − 2uxy + uyy + αux + βuy + cu = 0,
5) y2uxx + x2uyy = 0,
6) y2uxx − x2uyy = 0,
7) yuxx + uyy = 0, y > 0,
8) 4y2uxx − e2xuyy = 0,
9) uxx − 2 sinxuxy + (2− cos2 x)uyy = 0,
10) (1 + x2)uxx + (1 + y2)uyy + xux + yuy − 2u = 0,
11) eyuxx + exuyy − 0, 5eyux − 0, 5exuy = 5xy,
12) uxx + 4uxy + 5uyy + ux + 2uy = 0,
13) uxx + 2 sinxuxy + sin2 xuyy = 0,
14) xy2uxx − 2x2yuxy + x3uyy − y2ux = 0.

Вiдповiдi
О1. 1) ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 = 0, ξ1 = x, ξ2 = −x+ y, ξ3 = x− 1

2y+
1
2z;

2) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 − ũξ3ξ3 +2ũξ2 = 0, ξ1 = x+y, ξ2 = −x+y, ξ3 = −x−y+ z;
3) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 +2ũξ1 +

√
2ũξ2 +

√
2ũξ3 +4ũ = 0, ξ1 = x, ξ2 = (3x−

y)/2
√
2, ξ3 = (−x−y+4z)/2

√
2; 4) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 + 3

2 ũξ1 −
1
2 ũξ2 = 0,

ξ1 = x+ y, ξ2 = −x+ y, ξ3 =
√
2
2 (−x+2y+ z); 5) ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 = 0,

ξ1 = x, ξ2 = −2x+ y, ξ3 = x− 2y + z.
О2. 1) ũξξ + ũηη = 0, ξ = y − x, η = x; 2) ũηη + ũ = 0, ξ = x − y,

η = x+y; 3) 2ũξη− ũξ = 0, ξ = x+y, η = y−3x; 4) ũξη+ 1
2η ũξ = 0, ξ = xy,

η = y
x ; 5) ηũηη + ũη = 0, ξ = xy, η = y; 6) ũηη − 2ξ

ξ2+η2 ũξ = 0, ξ = ytg x
2 ,

η = y; 7) ũξη = 0 при y < 0, ξ = x+ 2
√
−y, η = x− 2

√
−y; ũξξ + ũηη = 0

при y > 0, ξ = x, η = 2
√
y; ũξξ + 0, 5ũη = 0 при y = 0; 8) ũξξ + ũηη = 0

при x > 0, y > 0, ξ = 2
3y

3/2, η = 2x1/2; ũyy +
1
2yũx − 1

2y ũy = 0 при x = 0,
y > 0; 9) ũηη = 0, ξ = y

x , η = y; 10) ũηη + 2ξ
ξ−η2 ũξ = 0, ξ = x2 + y2, η = y;

11) ũηη − ũξ − ũη = 0, ξ = 2x + y, η = x; 12) ũξη = 0, ξ = x + y − cosx,
η = −x + y − cosx; 13) ũξη − 1

2ξ ũη = 0, ξ = xy, η = y
x ; 14) ũξη − ũξ = 0,

ξ = x+ y, η = 3x+ y.
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С1. 1) ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 − ũξ1 + ũξ2 + ũξ3 = 0, ξ1 = x, ξ2 = −x+ y,
ξ3 = 2x − 2y + z; 2) ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 = 0, ξ1 = x, ξ2 = y, ξ3 = −x − y + z,
ξ4 = x− y + t; 3) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 + ũξ1 + 2ũξ2 + ũξ3 + u = 0, ξ1 = y,
ξ2 = x + y, ξ3 = z; 4) ũξ1ξ1 + ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 + ũξ1 + ũξ2 + ũξ3 + ũ = 0,
ξ1 = x + y, ξ2 = −y, ξ3 = z; 5) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 + ũξ1 + 2ũξ2 + ũξ3 + ũ = 0,
ξ1 = x, ξ2 = x+ y, ξ3 = −y + z.

С2. 1) Гiперболiчний, ũξη = 0; 2) в областi {(x, y)|x > 0} гiпербо-
лiчний, ũξη − 1

6(ξ−η) (ũξ − ũη) = 0; при x = 0 параболiчний, ũxx = 0;
3) в областi {(x, y)|x > 0} елiптичний, ũξξ + ũηη + 1

3η ũη = 0; при
x = 0 параболiчний, ũxx = 0; 4) параболiчний, ũηη = 0, ξ =

√
y −

√
x,

η = x; 5) параболiчний, ũηη − ξ
ξeη+1 ũξ = 0, ξ = e−y − e−x, η = x;

6) параболiчний, ũηη − 2ξ
η2 ũξ = 0, ξ = y sinx, η = y; 7) елiптичний,

ũξξ + ũηη + 1
3ξ ũξ + 1

3η ũη = 0, ξ = y3/2, η = x3/2; 8) параболiчний,
uxx + 1

yuy = 0, x = 0, y ̸= 0; uyy = 0, x ̸= 0, y = 0; елiптичний,

ũξξ + ũηη +
η−ξ

2(ξ+η) ũξ +
1
η ũη = 0, x ̸= 0, y ̸= 0, ξ = y2

2 − x2

2 , η = x2

2 .
Д1. 1) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 + ũξ2 = 0, ξ1 = x/2, ξ2 = x/2 + y, ξ3 =

−x/2−y+z; 2) ũξ1ξ1−ũξ2ξ2+2ũξ1 = 0, ξ1 = x+y, ξ2 = −x+y, ξ3 = y+z; 3)
ũξ1ξ1−ũξ2ξ2+ũξ3ξ3+ũξ4ξ4 = 0, ξ1 = x+y, ξ2 = −x+y, ξ3 = z, ξ4 = y+z+t;
4) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 + ũξ3ξ3 − ũξ4ξ4 = 0, ξ1 = x+ y, ξ2 = x− y, ξ3 = −2y+ z+ t,
ξ4 = z − t; 5) ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 − ũξ3ξ3 = 0, ξ1 = x, ξ2 = −x + y/2, ξ3 = z; 6)
ũξ1ξ1 − ũξ2ξ2 − ũξ3ξ3 − ũ = 0, ξ1 = −y+ z, ξ2 = y+ z, ξ3 = 1√

6
(x− 2y+3z).

Д2. 1) ũξξ+ũηη = 0, ξ = x+y, η = x; 2) ũηη+ũξ = 0, ξ = x−2y, η = x;

3) ũξη+ 3+2
√
3

12 ũξ+
3−2

√
3

12 ũη− 1
12u = 0, ξ = y−(2+

√
3)x, η = y−(2−

√
3)x;

4) ũηη + (α+ β)ũξ + βũη + cu = 0, ξ = x+ y, η = y; 5) ũξξ + ũηη +
1
2ξ ũξ +

1
2η ũη = 0, ξ = y2, η = x2(у кожнiй чвертi); 6) ũξη+ 1

4(η2−ξ2) (ηũξ+ξũη) = 0,
ξ = y2 − x2, η = y2 + x2(у кожнiй чвертi); 7) ũξξ + ũηη +

1
3η ũη = 0, ξ = x,

η = 2
3y

3/2; 8) ũξη − 1
2(ξ−η) (ũξ − ũη) +

1
4(ξ+η) (ũξ + ũη) = 0, ξ = y2 + ex,

η = y2 − ex(y > 0 або y < 0); 9) ũξξ + ũηη + cos ξũη = 0, ξ = x, η =

y− cosx; 10) ũξξ + ũηη − 2u = 0, ξ = ln(x+
√
1 + x2), η = ln(y+

√
1 + y2);

11) ũξξ + ũηη = 80 ln ξ
ξ2 · ln η

η2 , ξ = e0,5y, η = e0,5x; 12) ũξξ + ũηη + ũη = 0,
ξ = 2x − y, η = x, 13) uxx = 0, x = kπ, k ∈ Z; ũηη − ξ−η

1−(ξ−η)2 ũξ = 0,

ξ = y + cosx, η = y, x ̸= kπ, k ∈ Z; 14) uyy = 0, x ̸= 0, y = 0; на осi Oy
рiвняння вироджується; ũηη + 2η2

ξ−η2 ũξ − 1
η ũη = 0, ξ = y2 + x2, η = x.
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Тема 3. Метод характеристик. Задача Кошi i
задача Гурса

10. Iдея методу полягає в тому, що пiсля зведення до канонiч-
ного вигляду за допомогою характеристик рiвняння часто спро-
щується настiльки, що стає можливим знаходження його загаль-
ного розв’язку. Це, в свою чергу, дозволяє дослiджувати i розв’я-
зувати задачу Кошi та деякi iншi задачi для цього рiвняння.

Приклад 1. Розв’язати рiвняння

xy3uxx(x, y)− x3yuyy(x, y) + (8x2 − 1)y3ux(x, y) + x3uy(x, y)+

+16x3y3u(x, y) = 0, (x, y) ∈ R2 \ {0, 0}. (1)

▹ Оскiльки b2 − ac = x4y4 > 0 при xy ̸= 0, то рiвняння (1) гiперболi-
чне скрiзь за винятком координатних осей (лiнiй параболiчностi). Роз-
в’яжемо його при xy ̸= 0. Рiвняння характеристик xy3dy2 − x3ydx2 = 0
розпадається на два рiвняння ydy ± xdx = 0, тобто характеристика-
ми є гiперболи y2 − x2 = C1 та кола x2 + y2 = C2. Отже, замiною
ξ = y2 − x2, η = x2 + y2 рiвняння (1) зводиться до канонiчного вигляду.
Знайдемо новi коефiцiєнти, скориставшись формулами (26) з теми 2:

ã = c̃ = 0,

b̃ = xy3(−2x) · 2x− x3y · 2y · 2y = −8x3y3,

d̃ = xy3(−2)− x3y · 2 + (8x2 − 1)y3(−2x) + x3 · 2y = −16x3y3,
ẽ = xy3 · 2− x3y · 2 + (8x2 − 1)y32x+ x3 · 2y = 16x3y3,

f̃ = f = 16x3y3, g̃ = g = 0,

тому рiвняння (1) набуде вигляду

−16x3y3ũξη − 16x3y3ũξ + 16x3y3ũη + 16x3y3ũ = 0

або
(ũη + ũ)ξ − (ũη + ũ) = 0. (2)

Позначимо
v := ũη + ũ, (3)

тодi (2) набуде вигляду vξ − v = 0, звiдки v = ω(η)eξ, де ω – довiльна
неперервно диференцiйовна функцiя. Пiдставимо v в (3):

ũη + ũ = ω(η)eξ.
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Це звичайне лiнiйне диференцiальне рiвняння першого порядку вiдно-
сно ũ як функцiї η при фiксованому ξ, права частина якого залежить вiд
параметра ξ. Розв’язуючи його, наприклад, методом варiацiї довiльної
сталої, дiстанемо ũ(ξ, η) = e−ηf(ξ)+eξ−η

∫
ω(η)eηdη, де f – довiльна двi-

чi неперервно диференцiйовна функцiя. Тут i далi символом
∫
α(η)dη

позначається якась одна з первiсних функцiї α. Оскiльки ω – довiль-
на неперервно диференцiйовна функцiя, то i e−η

∫
ω(η)eηdη = g(η),

η > 0, – довiльна двiчi неперервно диференцiйовна функцiя, а тому
ũ(ξ, η) = e−ηf(ξ) + eξg(η). Повертаючись до старих змiнних, маємо

u(x, y) = e−(y2+x2)f(y2 − x2) + ey
2−x2

g(y2 + x2), xy ̸= 0. (4)

Зазначимо, що на лiнiях параболiчностi xy = 0 (4) теж є розв’язком
рiвняння (1), але мiстить, по сутi, лише одну довiльну функцiю. Причи-
ною останнього є дотик характеристик y2 − x2 = C1 до характеристик
y2 + x2 = C2 на лiнiях параболiчностi. ◃

20. Класичною задачею Кошi для рiвняння коливань
струни називається задача про знаходження функцiї u з класу
C2(Π1) ∩ C1(Π1), де Π1 := {(x, t)|x ∈ R, t > 0}, яка задовольняє
рiвняння

utt(x, t) = a2uxx(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ Π1, (5)

i початковi умови

u(x, t)|t=0 := u(x, 0) = φ(x), ut(x, t)|t=0 := ut(x, 0) = ψ(x), x ∈ R,
(6)

де f ∈ C(Π1), f ′x ∈ C(Π1),φ ∈ C2(R), ψ ∈ C1(R) – заданi функцiї.
Розв’язок задачi Кошi (5), (6) iснує, єдиний i при f ≡ 0 легко
знаходиться методом характеристик. Справдi, оскiльки x ± at =
const – характеристики рiвняння (5), то замiною ξ = x−at, η = x+
at воно зводиться до рiвняння ũξη(ξ, η) = 0, загальний розв’язок
якого ũ = g1(ξ) + g2(η), тобто

u(x, t) = g1(x− at) + g2(x+ at), {g1, g2} ⊂ C2(R).

Задовольняючи початковi умови (6), одержуємо

g1(x) =
1

2
φ(x)+

1

2a

0∫
x

ψ(z)dz+C, g2(x) =
1

2
φ(x)+

1

2a

x∫
0

ψ(z)dz−C,
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звiдки

u(x, t) =
φ(x− at) + φ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(z)dz, (x, t) ∈ Π1. (7)

Формулу (7) називають формулою Даламбера для одно-
рiдного рiвняння (5). Ïї можна узагальнити на випадок
f ̸≡ 0. Справдi, легко переконатись, що функцiя v(x, t) :=

1
2a

t∫
0

dτ
x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(z, τ)dz, (x, t) ∈ Π1, є розв’язком рiвняння (5)

i при t = 0 задовольняє нульовi початковi умови v(x, 0) = 0,
vt(x, 0) = 0, тому u + v, де u визначена в (7), є розв’язком за-
дачi (5), (6), тобто формула

u(x, t) =
φ(x− at) + φ(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ(z)dz+

+
1

2a

t∫
0

dτ

x+a(t−τ)∫
x−a(t−τ)

f(z, τ)dz, (x, t) ∈ Π1, (8)

визначає розв’язок цiєї задачi. Ця формула називається форму-
лою Даламбера для неоднорiдного рiвняння (5).

Зазначимо, що формули, аналогiчнi до (8), правильнi також у
випадку бiльшого числа просторових змiнних. Зокрема, розв’язок
задачi Кошi для рiвняння коливань мембрани

utt(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)) + f(x, y, t),
(x, y, t) ∈ Π2 := {(x, y, t)|(x, y) ∈ R2, t > 0},

u(x, y, 0) = φ(x, y), ut(x, y, 0) = ψ(x, y), (x, y) ∈ R2,

при f ∈ C2(Π2), φ ∈ C3(R2), ψ ∈ C2(R2) iснує, єдиний i зображу-
ється формулою Пуассона

u(x, y, t) =
1

2πa
∂t

∫
Kat(x,y)

φ(ξ, η)dξdη√
a2t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

+
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+
1

2πa

∫
Kat(x,y)

ψ(ξ, η)dξdη√
a2t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

+

+
1

2πa

t∫
0

dτ

∫
Ka(t−τ)(x,y)

f(ξ, η, τ)dξdη√
a2(t− τ)2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

, (x, y, t)∈Π2,

де Kat(x, y) – круг радiуса at з центром у точцi (x, y).
Аналогiчно, розв’язок задачi Кошi для хвильового рiвняння в

просторi

utt(x, y, z, t) = a2(uxx(x, y, z, t) + uyy(x, y, z, t) + uzz(x, y, z, t))+

+f(x, y, z, t), (x, y, z, t) ∈ Π3 := {(x, y, z, t)|(x, y, z) ∈ R3, t > 0},

u(x, y, z, 0) = φ(x, y, z), ut(x, y, z, 0) = ψ(x, y, z), (x, y, z) ∈ R3,

при f ∈ C2(Π3), φ ∈ C3(R3), ψ ∈ C2(R3) iснує, єдиний i зображу-
ється формулою Кiрхгофа

u(x, y, z, t) =
1

4πa2
∂t

1

t

∫
Sat(x,y,z)

φ(ξ, η, ζ)dS

+

+
1

4πa2t

∫
Sat(x,y,z)

ψ(ξ, η, ζ)dS+

+
1

4πa2

∫
Kat(x,y,z)

f(ξ, η, ζ, t−
√

(x−ξ)2+(y−η)2+(z−ζ)2
a )√

(x− ξ)2+(y − η)2+(z − ζ)2
dξdηdζ, (x, y, z, t)∈Π3,

де Kat(x, y, z) – куля радiуса at з центром (x, y, z), а Sat(x, y, z) –
її межа (сфера).

Приклад 2. Розв’язати задачу Кошi

utt(x, t) = uxx(x, t) + xt2, x ∈ R, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x+ 1, x ∈ R.

40



▹ Скористаємося формулою (8). У нашому випадку a = 1, φ(x) = 0,
ψ(x) = x+ 1, f(x, t) = xt2. Тому

u(x, t) =
1

2

x+t∫
x−t

(z + 1)dz +
1

2

t∫
0

dτ

x+(t−τ)∫
x−(t−τ)

zτ2dz =
1

4
(z + 1)2

∣∣∣x+t

x−t
+

+
1

2

t∫
0

τ2
z2

2

∣∣∣x+(t−τ)

x−(t−τ)
dτ = t(x+ 1) + x

t∫
0

τ2(t− τ)dτ = t(x+ 1) +
1

12
xt4.

Отже, розв’язком задачi є функцiя u(x, t) = t(x+ 1) + 1
12xt

4, x ∈ R,
t > 0. ◃

Приклад 3. Розв’язати задачу Кошi для тривимiрного рiвняння
коливань

utt(x, y, z, t)=uxx(x, y, z, t)+uyy(x, y, z, t)+uzz(x, y, z, t), (x, y, z, t)∈Π3,
u(x, y, z, 0) = z, ut(x, y, z, 0) = x+ z, (x, y, z) ∈ R3.

▹ Використаємо формулу Кiрхгофа. З умови задачi випливає, що
a = 1, f(x, y, z, t) = 0, φ(x, y, z) = z, ψ(x, y, z) = x+ z. Тодi

u(x, y, z, t) =
1

4π
∂t

∫
St(x,y,z)

ζ

t
dS +

1

4π

∫
St(x,y,z)

ξ + ζ

t
dS.

Сфера St(x, y, z) задається рiвнянням (x− ξ)2 + (y− η)2 + (z − ζ)2 = t2.
Спроектуємо цю сферу на площину Oξη. Позначимо через Kt(x, y, z)
круг, в який проектується сфера. Зведемо поверхневi iнтеграли, якi сто-
ять у правiй частинi, до подвiйних, що беруться по кругу Kt(x, y, z):

u(x, y, z, t) =
1

4π
∂t

 ∫
Kt(x,y,z)

z +
√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

t
√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

tdξdη +

+

∫
Kt(x,y,z)

z −
√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

t
√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

tdξdη

+

+

 ∫
Kt(x,y,z)

ξ + z +
√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

t
√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

tdξdη+
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+

∫
Kt(x,y,z)

ξ + z −
√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

t
√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2

tdξdη

 .

Першi доданки в дужках – iнтеграли, взятi по верхнiй половинi сфери
ζ = z +

√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2; другi – по нижнiй половинi сфери

ζ = z −
√
t2 − (x− ξ)2 − (y − η)2. Перейдемо в подвiйних iнтегралах по

кругу Kt(x, y, z) до полярних координат: ξ − x = ρ cosφ, η − y = ρ sinφ,
0 < ρ < t, 0 < φ ≤ 2π. Тодi

u(x, y, z, t)=
z

2π
∂t

t∫
0

ρdρ√
t2 − ρ2

2π∫
0

dφ+
1

2π

t∫
0

(x+ z)ρdρ√
t2 − ρ2

2π∫
0

dφ = z+(x+z)t,

(x, y, z, t) ∈ Π3. ◃

Зауваження 1. Задачу з прикладу 3 можна розв’язати прос-
тiше. Оскiльки функцiї φ = z i ψ = x+z задовольняють рiвняння,
то розв’язок задачi шукатимемо у виглядi

u(x, y, z, t) = f(t)z + g(t)(x+ z),

де f i g – невiдомi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї. Пiсля
пiдстановки цiєї функцiї у рiвняння одержимо

f ′′(t)z + g′′(t) (x+ z) = 0,

звiдки випливає, що f ′′(t) = 0 i g′′(t) = 0, t > 0. Якщо задоволь-
нити функцiєю u початковi умови, то матимемо{

f(0)z + g(0)(x+ z) = z,
f ′(0)z + g′(0)(x+ z) = x+ z

або {
f(0) = 1,
f ′(0) = 0;

{
g(0) = 0,
g′(0) = 1.

Отже, для f i g одержимо вiдповiдно такi задачi Кошi:

f ′′(t) = 0, g′′(t) = 0,{
f(0) = 1,
f ′(0) = 0;

{
g(0) = 0,
g′(0) = 1.
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Розв’яжемо першу з них. Загальний розв’язок рiвняння f(t) =
C1t+C2 пiсля пiдстановки в початковi умови дасть значення C1 =
0, C2 = 1. Звiдси випливає, що f(t) = 1, t ≥ 0.

Аналогiчно одержимо, що g(t) = t, t ≥ 0. Тому

u(x, y, z, t) = z + (x+ z)t, {x, y, z} ⊂ R3, t > 0.

Оскiльки розв’язок задачi Кошi єдиний, то iншого розв’язку не-
має.

Зауваження 2. При розв’язуваннi задачi Кошi для гiпербо-
лiчного рiвняння у випадку двох або трьох незалежних змiнних
зручно користуватися таким твердженням: якщо функцiї f, φ, ψ
гармонiчнi (див. тему 8) в Rn (n ≥ 2), а g ∈ C1((0,∞)), то розв’я-
зок задачi Кошi

utt(x, t) = a2∆u(x, t) + g(t)f(x),

(x, t) ∈ Πn := {(x, t)|x ∈ Rn, t > 0},

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), x := (x1, . . . , xn) ∈ Rn,

де ∆u := ux1x1 + . . .+ uxnxn , виражається формулою

u(x, t) = φ(x) + tψ(x) + f(x)

t∫
0

(t− τ)g(τ)dτ, (x, t) ∈ Πn.

30. Загальна задача Кошi полягає у знаходженнi розв’язку
гiперболiчного (b2 − ac > 0) в областi Ω ⊂ R2 рiвняння

a(x, y)uxx + 2b(x, y)uxy + c(x, y)uyy + d(x, y)ux + e(x, y)uy+

+f(x, y)u = g(x, y), (x, y) ∈ Ω, (9)

з достатньо гладкими коефiцiєнтами i правою частиною, який на
кривiй Γ ⊂ Ω задовольняє умови

u|Γ = φ, ∂
l⃗
u
∣∣∣
Γ
= ψ. (10)
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Якщо крива Γ: 1) регулярна, 2) не є характеристикою i не
дотикається до характеристик рiвняння (9); 3) не має дотичних,
паралельних вектору l⃗, то при досить гладких φ,ψ в областi Ω1 ⊂
Ω, обмеженiй характеристиками рiвняння (9), якi проходять через
кiнцi Γ, iснує єдиний розв’язок задачi (9), (10).

Приклад 4. Розв’язати задачу

x2uxx(x, y)− 2xyuxy(x, y)− 3y2uyy(x, y) = 0, x > 0, y > 1, (11)

u(x, 1) = 0, uy(x, 1) =
4
√
x7, x > 0. (12)

▹ Оскiльки b2 − ac = 4x2y2 > 0, то рiвняння гiперболiчне. Крива Γ
у цьому випадку – промiнь {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y = 1}, l⃗ – напрямок,
паралельний осi Oy, область Ω := {(x, y) ∈ R2 | x > 0, y > 0}. Рiв-
няння характеристик x2(dy)2 + 2xydxdy − 3y2(dx)2 = 0 розпадається
на два рiвняння xdy − ydx = 0 та
xdy + 3ydx = 0, загальнi iнтеграли

.

-

6

�
�
�
�
�
�
�
�

6

y

A

O

α2
α1

x
y = C

l⃗
β y = 1

x3y = C x

Pиc. 1

яких x
y = C1 та x3y = C2. Отже,

характеристики i напрям l⃗ утворю-
ють з Γ ненульовi кути α1, α2, β,
тому розв’язок iснує в областi, об-
меженiй характеристиками, якi
проходять через точку A(0, 1) :
x
y = 0, x3y = 0, тобто променями
{x = 0, y > 0} та {y = 0, x > 0}, iн-
шими словами, область Ω1 збiга-
ється з Ω (рис. 1). Замiною ξ = x

y ,
η = x3y рiвняння (11) зводиться
до вигляду 4ηũξη − ũξ = 0 або (4ηũη − ũ)ξ = 0, звiдки ũη − 1

4η ũ = ω(η),
де ω – довiльна неперервно диференцiйовна функцiя. Останнє рiвня-
ння лiнiйне i його розв’язок знаходимо, наприклад, методом варiацiї
довiльної сталої. Цим розв’язком є функцiя ũ(ξ, η) = (f1(ξ) + f2(η)) 4

√
η,

а загальний розв’язок рiвняння (11) має вигляд

u(x, y) =
(
f1(x/y) + f2(x

3y)
)

4
√
x3y, (x, y) ∈ Ω, (13)

де f1, f2 – довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї.
Пiдставимо (13) в (12):

(f1(x) + f2(x
3))

4
√
x3 = 0, x > 0,
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(−xf ′1(x) + x3f ′2(x
3))

4
√
x3 +

1

4
(f1(x) + f2(x

3))
4
√
x3 =

4
√
x7, x > 0,

або
f1(x) + f2(x

3) = 0, −f ′1(x) + x2f ′2(x
3) = 1, x > 0. (14)

Виключаючи f1, дiстаємо вираз f ′2(x
3) = 1

4x2 = 1
4 (x

3)−2/3, тобто
f ′2(z) =

1
4z

−2/3, звiдки f2(z) = 3
4z

1/3+C, z > 0. Тодi з (14) випливає, що
f1(x) = −f2(x3) = −3

4x−C, x > 0. Пiдставивши f1 i f2 у (13), одержимо
розв’язок задачi (11), (12)

u(x, y) = (−3x

4y
− C +

3

4
3
√
x3y + C) 4

√
x3y =

3

4
4
√
x7y( 3

√
y − 1

y
),

(x, y) ∈ Ω. ◃

Зауваження 3. Метод характеристик не придатний для елiп-
тичних рiвнянь, оскiльки вони не мають дiйсних характеристик,
але й задача Кошi для них, взагалi кажучи, некоректна [9].

Зауваження 4. Мiшану задачу (задачу з початковими i кра-
йовими умовами) можна звести до задачi Кошi, продовжуючи ко-
ефiцiєнти рiвняння i початковi данi через межу так, щоб крайовi
умови виконувались. Застосовуючи пiсля продовження метод ха-
рактеристик, можна таким способом розв’язати й мiшану задачу.

Приклад 5. Знайти u, якщо

uxx(x, y)− uyy(x, y) + 2ux(x, y) + 2uy(x, y) = 0, x > 0, y > 0, (15)

u(x, 0) = x2, uy(x, 0) = 0, x ≥ 0, (16)

u(0, y) = 0, y ≥ 0. (17)

▹ Продовжимо початковi функцiї з умов (16) на вiд’ ємну пiввiсь i
розглянемо задачу Кошi

uxx(x, y)− uyy(x, y) + 2ux(x, y) + 2uy(x, y) = 0, x ∈ R, y > 0, (15′)

u(x, 0) = φ(x), uy(x, 0) = 0, x ∈ R, (16′)

де функцiя φ(x) при x > 0 збiгається з x2. Задача (15′), (16′) розв’я-
зується методом характеристик аналогiчно до того, як у прикладi 4.
Оскiльки x ± y = const є характеристиками рiвняння (15′), то замiною
ξ = x−y, η = x+y воно зводиться до канонiчного вигляду ũξη + ũη = 0,
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звiдки знаходимо ũ(ξ, η) = (f1(ξ)+f2(η))e
−ξ, тобто загальний розв’язок

рiвняння (15′)

u(x, y) = (f1(x− y) + f2(x+ y))ey−x. (18)

Пiдставимо (18) у (16′). Маємо

(f1(x) + f2(x))e
−x = φ(x), x ∈ R,

(−f ′1(x) + f ′2(x))e
−x + (f1(x) + f2(x))e

−x = 0, x ∈ R,

тодi
f1(x) + f2(x) = φ(x)ex, −f ′1(x) + f ′2(x) = −φ(x)ex,

звiдки

f1(x) =
1

2
(φ(x)ex +

x∫
0

φ(z)ezdz − C),

f2(x) =
1

2
(φ(x)ex −

x∫
0

φ(z)ezdz + C).

Пiдставивши останнi два вирази у (18), одержимо розв’язок задачi Кошi
(15′), (16′) у виглядi

u(x, y) =
1

2
(φ(x−y)ex−y+φ(x+y)ex+y+

x−y∫
x+y

φ(z)ezdz)ey−x, x ∈ R, y > 0.

Щоб пiдiбрати продовження φ, пiдставимо цей розв’язок у (17):

φ(−y)e−y + φ(y)ey +

−y∫
y

φ(z)ezdz = 0, y ≥ 0.

Звiдси випливає, що φ(y)ey – непарна функцiя. Оскiльки при y > 0
φ(y) = y2, то φ(y) = y|y|e|y|−y, тобто розв’язком є функцiя

u(x, y) =
1

2
((x− y)|x− y|e|x−y| + (x+ y)|x+ y|e|x+y| −

x−y∫
x+y

z|z|e|z|dz)ey−x,
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x ∈ R, y ≥ 0. ◃

Розглянемо задачу (5), (6) з f ≡ 0 для випадку напiвобмеженої
струни, яка в положеннi рiвноваги збiгається з iнтервалом (0,+∞)
i кiнець x = 0 якої закрiплений жорстко (або вiн вiльний), тобто
задачу

utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < +∞, t > 0,
u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x < +∞,

u(0, t) = 0 (або ux(0, t) = 0), t ≥ 0.
Розв’язок цiєї задачi можна знайти за допомогою формули

Даламбера (7), якщо продовжити початковi функцiї на R непар-
ним способом у випадку закрiпленого жорстко кiнця x = 0, тобто
φ(−x) = −φ(x), ψ(−x) = −ψ(x), x ∈ R, i парним способом у ви-
падку вiльного кiнця x = 0, тобто φ(−x) = φ(x), ψ(−x) = ψ(x),
x ∈ R.

Приклад 6. Знайти розв’язок рiвняння utt(x, t) = a2uxx(x, t),
0 < x < +∞, t > 0, який задовольняє умови u(x, 0) = x2, ut(x, 0) =
sin2 x, x ≥ 0, i u(0, t) = 0, t ≥ 0.

▹ Продовжимо функцiї φ(x) = x2 i ψ(x) = sin2 x на вiд’ємну пiввiсь
непарно:

φ1(x) =

{
x2 при x ≥ 0,
−x2 при x < 0;

ψ1(x) =

{
sin2 x при x ≥ 0,
− sin2 x при x < 0.

Тодi, згiдно з формулою Даламбера (7), розв’язок запишеться у виглядi

u(x, t) =
φ1(x− at) + φ1(x+ at)

2
+

1

2a

x+at∫
x−at

ψ1(z)dz =

=


(x+at)2+(x−at)2

2 + 1
2a

x+at∫
x−at

sin2 zdz при t ≤ x
a ,

(x+at)2−(x−at)2

2 + 1
2a (

x+at∫
0

sin2 zdz −
0∫

x−at

sin2 zdz) при t > x
a > 0,

=

=

{
x2 + a2t2 + t

2 − 1
4a cos 2x sin 2at при t ≤ x

a ,
2axt+ 1

4a (2x− sin 2x cos 2at) при t > x
a > 0.

◃
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40. Задача Гурса полягає в знаходженнi такого розв’язку
рiвняння (9), який набуває заданих значень на двох вiдрiзках ха-
рактеристик, що перетинаються пiд

.

-

6y

O
x

ψ(x, y) = const

φ(x, y) = const

Pиc. 2

ненульовим кутом. Якщо данi зада-
чi досить гладкi й узгодженi, тобто
збiгаються в точцi перетину харак-
теристик φ(x, y) = const, ψ(x, y) =
= const (рис. 2), то задача Гурса
має єдиний розв’язок в областi,
обмеженiй цими характеpистиками.

Приклад 7. Розв’язати задачу

x2uxx(x, y)− y2uyy(x, y)− 2yuy(x, y) = 0, x > 0, y > 0, (19)

u(x, y)| x
y=1 = x3, u(x, y)|xy=1 = x, x > 0. (20)

▹ Оскiльки b2−ac = x2y2 > 0, то у першiй чвертi площини рiвняння
(19) гiперболiчне. З його рiвняння характеристик x2dy2 − y2dx2 = 0
знаходимо характеристики x

y = C1 та xy = C2. Отже, задача (19), (20)
є задачею Гурса з даними на характеристиках x

y = 1, xy = 1, x > 0. У
точцi (1, 1) перетину характеристик данi задачi узгодженi (x3 = x = 1).
Канонiчний вигляд рiвняння (19) ũξη(ξ, η)− 1

2ξ ũη(ξ, η) = 0, ξ = x
y , η = xy;

звiдки ũ(ξ, η) = (f1(ξ) + f2(η))
√
ξ, тобто загальний розв’язок рiвняння

(19)

u(x, y) =

(
f1(

x

y
) + f2(xy)

)√
x

y
, x > 0, y > 0, (21)

f1 ∈ C2(R), f2 ∈ C2(R).

Пiдставимо (21) у (20) i врахуємо умову узгодження u(1, 1) = 1: f1(1) + f2(x
2) = (x2)

3
2 ,

(f1(x
2) + f2(1))

√
x2 =

√
x2, x > 0,

f1(1) + f2(1) = 1.

Звiдси f1(1) = 1 − f2(1) = C, f2(z) = z3/2 − f1(1) = z3/2 − C, z > 0.
Пiдставляючи їх у (21), знаходимо розв’язок задачi (19), (20)

u(x, y) = (C + x3/2y3/2 − C)

√
x

y
= x2y, x > 0, y > 0. ◃
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Якщо маємо деяку задачу для неоднорiдного рiвняння, то, пi-
дiбравши будь-який його частинний розв’язок, зведемо цю задачу
до задачi для однорiдного рiвняння.

Приклад 8. Знайти u, якщо

xyuxy(x, y) + xux(x, y)− yuy(x, y)− u(x, y) = 2y, x > 0, y > 0, (22)

u(x, y)|xy=1 = 1− y, uy(x, y)|xy=1 = x− 1. (23)

▹ Рiвняння (22) у першiй чвертi площини

.

-

6y

O
x

A

B

M(x, y)
гiперболiчне i вже має канонiчний вигляд, але
неоднорiдне. Його характеристики x = C1,
y = C2 та напрям l⃗, який паралельний до
осi Oy, перетинають криву Γ (гiперболу
xy = 1) пiд ненульовим кутом, тому задана
задача Кошi (див. пункт 30) має єдиний
розв’язок у заштрихованiй областi. Легко
бачити, що w = −y є частинним розв’язком
рiвняння (22), тому шукаємо розв’язок рiвняння у виглядi

u(x, y) = v(x, y)− y. (24)

Пiдстановка (24) у (22), (23) приводить до задачi

xyvxy(x, y) + xvx(x, y)− yvy(x, y)− v(x, y) = 0, (22′)

v(x, y)|xy=1 = (u+ y)|xy=1 = 1, vy(x, y)|xy=1 = (uy +1)|xy=1 = x. (23′)

Рiвняння (22′) можна подати у виглядi x(yvy + v)x = yvy + v, тому, як
i в прикладi 1, одержимо, що його загальний розв’язок

v(x, y) =
1

y
f(x) + xg(y), x > 0, y > 0, (25)

де f , g – довiльнi двiчi неперервно диференцiйовнi функцiї. Пiдстановка
(25) в (23′) дає {

xf(x) + xg( 1x ) = 1,
−x2f(x) + xg′( 1x ) = x, x > 0,

звiдки випливає, що f(x) = 1
x − g( 1x ), а g′( 1x ) + xg( 1x ) = 2 або g′(z) +

1
z g(z) = 2, z > 0. Розв’язуючи це лiнiйне диференцiальне рiвняння,
наприклад, методом варiацiї довiльної сталої, одержуємо, що g(z) =
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C
z + z, z > 0, а тодi f(x) = 1

x − g( 1x ) = −Cx. Пiсля пiдстановки f i
g у (25), дiстанемо, що v(x, y) = xy, i, отже, згiдно з (24), матимемо
u(x, y) = xy − y, x > 0, y > 0. ◃

Вправи
O1. Знайти загальний розв’язок рiвняння:

1) uxy + aux = 0;
2) uxx − 2 sinxuxy − cos2 xuyy − cosxuy = 0;
3) 3uxx − 5uxy − 2uyy + 3ux + uy = 2;
4) uxx + 2auxy + a2uyy + ux + auy = 0;
5) e−2xuxx − e−2yuyy − e−2xux + e−2yuy + 8ey = 0;
6) x2uxx − 2xyuxy + y2uyy + xux + yuy = 0;
7) x2uxx − y2uyy = 0;
8) xuxx − yuyy +

1
2(ux − uy) = 0, x > 0, y > 0.

O2. Знайти розв’язок задачi Кошi:
1) uxx + 2uxy − 3uyy = 0, u(x, y)|y=0 = 3x2, uy(x, y)|y=0 = 0;
2) uxx+2 cosxuxy−sin2 xuyy−sinxuy = 0, u(x, y)|y=sinx = x+cosx,
uy(x, y)|y=sinx = sinx;

3) eyuxy − uyy + uy = 0, u(x, y)|y=0 = −x2

2 , uy(x, y)|y=0 = − sinx;

4) uxy+yux+xuy+xyu = 0, u(x, y)|y=3x = 0, uy(x, y)|y=3x = e−5x2 ,
x < 1, y < 3;
5) uxx − 6uxy + 5uyy = 0, u(x, y)|y=x = sinx, uy(x, y)|y=x = cosx;
6) x2uxx−y2uyy−2yuy = 0, u(x, y)|x=1 = y, uy(x, y)|x=1 = y, x > 0,
y < 0;
7) exuxy + uyy = 0, u(x, y)|y=e−x = 0, uy(x, y)|y=e−x = e2x;
8) uxy − 1

xuy = 0, u(x, y)|x=2y = 4y, ux(x, y)|x=2y = 2.
O3. В областi Π1 := {(x, t)|x ∈ R, t > 0} знайти розв’язок

задачi Кошi:
1) utt = uxx, u(x, t)|t=0 = cos x, ut(x, t)|t=0 = sin x;
2) utt = 4uxx + xt, u(x, t)|t=0 = x2, ut(x, t)|t=0 = x;
3) utt = uxx + ex, u(x, t)|t=0 = sinx, ut(x, t)|t=0 = x+ cosx;
4) utt = uxx, u(x, t)|t=0 =

sinx
x , ut(x, t)|t=0 =

x
1+x2

;
5) utt = uxx, u(x, t)|t=0 =

x
1+x2

, ut(x, t)|t=0 = sinx.
O4. Використовуючи метод продовження i формулу Даламбе-
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ра, знайти в областi Π1
+ := {(x, t)|0 ≤ x < +∞, t ≥ 0} розв’язок

задачi:
1) utt = a2uxx, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = sinx, ux(0, t) = 0;

2) utt = a2uxx, u(x, 0) = x2

1+x2
, ut(x, 0) = 0, u(0, t) = 0;

3) utt = 4uxx, u(x, 0) = e−x
2 , ut(x, 0) = sinx, u(0, t) = 0;

4) utt = 4uxx, u(x, 0) = x, ut(x, 0) = 0, ux(0, t) = cos t.
O5. Розв’язати задачу:

1) utt = uxx, 0 ≤ x < +∞, t > 0, u(x, 0) = x2, ut(x, 0) = x, u(0, t) =
t2;
2) utt = 4uxx + 16t2, 0 ≤ x < +∞, t > 0, u(x, 0) = x4

6 , ut(x, 0) =
2 sinx, u(0, t) = 4t4;
3) utt = 3uxx + 2(1 − 6t2)e−2x, 0 ≤ x < +∞, t > 0, u(x, 0) = 1,
ut(x, 0) = x, ux(0, t) + 2u(0, t) = 2 + t.

О6. Розв’язати задачу Гурса:
1) uxy + x2yux = 0, x > 0, y > 0, u(x, y)|x=0 = 0, u(x, y)|y=0 = x;
2) uxy− exuyy = 0, x > 0, y > −ex, u(x, y)|x=0 = y2, u(x, y)|y=−ex =
1 + x2;
3) x2uxx − y2uyy = 0, x > 1, y > x, u(x, y)|x=1 = 1, u(x, y)|y=x = x;
4) 3x2uxx + 2xyuxy − y2uyy = 0, x > 1, 1 < y < x, u(x, y)|y=x = 0,
u(x, y)|y=1 = cos πx2 ;
5) uxy − 1

x−y (ux − uy) = 1, x > 2, y < −x, u|y=−x = 0,

u|x=2 = 2 + 2y + 0, 5y2.
С1. Знайти загальний розв’язок рiвняння:

1) (ux + u)y + 2x2y(ux + u) = 0;
2) uxy + xux + 2yuy + 2xyu = 0;
3) (ux + u)y + x(ux + u) + x2y = 0;
4) 2uxx + 6uxy + 4uyy + ux + uy = 0;
5) 3uxx − 10uxy + 3uyy − 2ux + 4uy +

5
16u = 0;

6) uxx − 6uxy + 8uyy + ux − 2uy + 4e5x+
3
2
y = 0.

С2. На кiнцi x = 0 цилiндричного стержня, настiльки довго-
го, що його можна вважати напiвобмеженим, дiє збурююча сила
A sinωt. Довести, що вiдносне видовження перерiзу стержня з аб-
сцисою x у момент часу t виражається формулою
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u(x, t) =

{
0 при t ≤ x

a ,
A sin ω

a (at− x) при t > x
a ,

якщо початковi вiдхилення i початковi швидкостi точок струни
дорiвнюють нулю.

С3. Поширюючи збурення краю за допомогою прямої хвилi,
розв’язати задачу

utt = a2uxx, x > 0, t ≥ 0;
ux(0, t) = ν(t), t > 0; u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ≥ 0.

С4. Вiдрiзок струни, який закрiплений на кiнцях x = 0 i x = l,
має в початковий момент часу форму параболи, симетричної вiд-
носно перпендикуляра, проведеного через середину вiдрiзка [0, l].
Знайти форму струни в моменти часу t1 = l

2a i t2 = l
a , вважаючи,

що початковi швидкостi вiдсутнi.
С5. Скориставшись зауваженнями 1 i 2, розв’язати задачу:

1) utt = ∆u+ 6xyt, u|t=0 = x2 − y2, ut|t=0 = xy;
2) utt = ∆u+ t sin y, u|t=0 = x2, ut|t=0 = sin y;
3) utt = ∆u+ 2xyz, u|t=0 = x2 + y2 − 2z2, ut|t=0 = 1;
4) utt = 8∆u+ t2x2, u|t=0 = y2, ut|t=0 = z2.

С6. Довести, що при |x| ̸= |t| функцiя u(x, t) = x2+t2

(x2−t2)2 є
розв’язком рiвняння коливання струни (5) з a = 1, f ≡ 0.

С7. Нехай u – розв’язок рiвняння (5) з a = 1, f ≡ 0. Довести,
що функцiя v(x, t) = u

(
x

x2−t2 ,
t

x2−t2

)
також є розв’язком цього

рiвняння скрiзь, де вона визначена.
С8. Розв’язати задачу Кошi:

1) uxx − 2 sinxuxy + (sin2 x− 9)uyy − cosxuy = 36, u|y=cosx = −x2,
uy|y=cosx = −2

3 ;
2) x2uxx − 2xyuxy − 3y2uyy = 0, u|y=1 = 0, uy|y=1 = x4/3;
3) uxx − 2 sinxuxy − (3 + cos2 x)uyy + ux + (2− sinx− cosx)uy = 0,
u|y=cosx = 0, uy|y=cosx = e−x/2 cosx;
4) uxx − 2uxy − 3uyy = 16, u|y=0 = 3x2, uy|y=0 = 0;
5) 3uxx − 2uxy − uyy + 4

y−x(ux + uy) = x − y, u(x, y)|x=0 = 1,

ux(x, y)|x=0 = y2.
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Домашнє завдання
Д1. Знайти загальний розв’язок рiвняння:

1) x2uxx − y2uyy − 2yuy = 0;
2) uxx − 2uxy − 3uyy = 0;
3) uxy − 2ux − 3uy + 6u = 2ex+y;
4) uxx − 2 cosxuxy − (3 + sin2 x)uyy + ux + (sinx− cosx− 2)uy = 0;
5) uxy + yuy − u = 0;
6) uxy + yux + xuy + xyu = 0;
7) uxx + 4uxy − 5uyy + ux − uy = 0.

Д2. Розв’язати задачу Кошi:
1) uxy + ux = 0, u|y=x = sin x, ux|y=x = 1;
2) uxx + 2uxy − 3uyy = 2, u|y=0 = 0, uy|y=0 = x+ cosx;
3) xuxx + (x + y)uxy + yuyy = 0, u|y= 1

x
= x3, ux|y= 1

x
= 2x2, x > 0,

y > 0;
4) uxx+2(1+2x)uxy+4x(1+x)uyy+2uy = 0, u|x=0 = y, ux|x=0 = 2;
5) uxx − 2 sinxuxy − (3 + cos2 x)uyy − cosxuy = 0, u|y=cosx = sinx,
uy|y=cosx = 1

2e
x;

6) uxx + 2 sinxuxy − cos2 xuyy + ux + (sinx + cosx + 1)uy = 0,
u|y=− cosx = 1 + 2 sinx, uy|y=− cosx = sinx;
7) eyuxy − uyy + uy = xe2y, u|y=0 = sinx, uy|y=0 =

1
1+x2

;

8) y2uyy − x2uxx = 0, u(x, y)|y=1 = 3x, uy(x, y)|y=1 = 6x2.
Д3. Розв’язати задачу Кошi:

1) utt = uxx, u|t=0 = x2, ut|t=0 = x;
2) utt = uxx + sinx, u|t=0 = sinx, ut|t=0 = 0;
3) utt = 9uxx + sinx, u|t=0 = 1, ut|t=0 = 1;
4) utt = uxx + a sin bt, u|t=0 = cosx, ut|t=0 = sinx;
5) utt = uxx + x sin t, u|t=0 = sinx, ut|t=0 = cosx;
6) utt = ∆u+ x3 − 3xy2, u|t=0 = ex cos y, ut|t=0 = ey sinx;
7) utt = 2∆u, u|t=0 = 2x2 − y2, ut|t=0 = 2x2 + y2;

8) utt = ∆u + 6tex
√
2 sin y cos z, u|t=0 = ex+y cos z

√
2, ut|t=0 =

e3y+4z sin 5x.
Д4. В областi Π1

+ := {(x, t) | 0 ≤ x < +∞, t ≥ 0} знайти роз-
в’язок задачi:
1) utt = a2uxx, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x

1+x2
, u(0, t) = 0;
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2) utt = a2uxx, u(x, 0) =
x2

1+x2
, ut(x, 0) =

x
1+x2

, u(0, t) = 0;
3) utt = uxx, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, u(0, t) = sinπt;
4) utt = uxx, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, ux(0, t) = − sinπt.

Д5. Розв’язати задачу:
1) utt = uxx+2, x > 0, t > 0, u|t=0 = x+cosx, ut|t=0 = 1, ux|x=0 = 1;
2) utt = uxx, x > 0, t > 0, u|t=0 = x2, ut|t=0 = 0, (ut+u)|x=0 = 2t+t2;
3) utt=uxx−6, x>0, t>0, u|t=0=x

2, ut|t=0=0, (ut+2ux)|x=0=−4;
4) utt = a2uxx, x > 0, t > 0, u|t=0 = 0, ut|t=0 = A, A – стала, x ≥ 0,
(ux + hu)|x=0 = 0, t ≥ 0;

5) utt = a2uxx, x > 0, t > 0, u|t=0 =

{
sin πx

l , 0 ≤ x ≤ l,
0, l < x < +∞,

ut|t=0 = 0, x ≥ 0, (ux − hu)|x=0 = 0, t ≥ 0.
Д6. Розв’язати задачу Гурса:

1) uxy + ux = x, x > 0, y > 0, u|x=0 = y2, u|y=0 = x2;
2) 2uxx − 2uyy + ux + uy = 0, y > |x|, u|y=x = 1, u|y=−x = (1 + x)ex;
3) x2uxx − y2uyy + xux − yuy = 0, 1

x < y < x, x > 1, u|y=x = x,
u|y= 1

x
= 1 + lnx;

4) xuxx+(x−y)uxy−yuyy = 0, 0 < y < x, x > 0, u|y=0 = 0, u|y=x = x;
5) 2uxx+uxy−uyy+ux+uy = 0, x > 0, −1

2x < y < x, u|y=x = 1+3x,
u|y=−x/2 = 1.

Вiдповiдi
О1. 1) u(x, y) = φ(x)e−ay + g(y); 2) ũξη = 0, u = f(x + y − cosx) +

g(x − y + cosx); 3) ũξη + 1
7 ũη = 2

49 , u = 2
7 (2x + y) + f(x − 3y) + g(2x +

y)e
1
7 (3y−x); 4) ũξξ + ũξ = 0, u = f(y − ax) + g(y − ax)e−x; 5) ũξη =

ξ + η, u = ey(e2y − e2x) + f(ey − ex) + g(ey + ex); 6) ũηη + 1
η ũη = 0,

u = f(xy) ln |y|+g(xy); 7) ũξη− 1
2ξ ũη = 0, u =

√
xyf( yx )+g(xy); 8) ũξη = 0,

u = f(
√
x+

√
y) + g(

√
x−√

y).
О2. 1) u = 3x2 + y2; 2) u = x+ cos(x+ sinx− y);

3) u = −x2

2 − cosx+ cos(x+ ey − 1); 4) u = (y − 3x)e−
1
2 (x

2+y2);

5) u = − 3
2 sin

y+5x
6 + 5

2 sin
y+x
2 ; 6) u = y

3x + 2
3x

2y; 7) u(x, y) = 2ex− 4
y+e−x ;

8) u(x, y) = 2x.
О3. 1) u = cos(x − t); 2) u = x2 + xt + 4t2 + 1

6xt
3; 3) u = xt +

sin(x + t) − (1 − cht)ex; 4) u = x sin x cos t−t cos x sin t
x2−t2 + 1

4 ln
1+(x+t)2

1+(x−t)2 ; 5) u =
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1
2

(
x+t

1+(x+t)2 + x−t
1+(x−t)2

)
+ sinx sin t.

О4. 1) u(x, t) =
{

1
a sinx sin at, at < x < +∞,
1
a (1− cosx cos at), 0 ≤ x ≤ at;

2) u(x, t) =


1
2

(
(x+at)2

1+(x+at)2 + (x−at)2

1+(x−at)2

)
при x > at,

1
2

(
(x+at)2

1+(x+at)2 − (x−at)2

1+(x−at)2

)
при 0 ≤ x ≤ at;

3) u(x, t) = e−(x2+4t2)ch4xt+
{

1
2 (1− cosx cos 2t), 0 ≤ x < 2t,

1
2 sinx sin 2t, x ≥ 2t;

4) u(x, t) =
{

x, x ≥ 2t,
2 sin(x2 − t) + 2t, x < 2t.

О5. 1) u = x2 + xt+ t2; 2) u = 4t4 + 4t2x2 + 1
6x

4 + sinx sin 2t;
3) u = 1 + xt+ t2e−2x.

О6. 1) u(x, y) =
x∫
0

e−y2z2/2dz; 2) u(x, y) = x2 + (y + ex − 1)2;

3) u(x, y) = x; 4) u(x, y) = y cos πx
2y ; 5) u(x, y) = (x+y)2

2 . Рiвняння подати у
виглядi (uy− 1

x−yu)x+
1

x−y (uy−
1

x−yu) = 1 i зробити замiну v := uy− 1
x−yu,

тодi загальний розв’язок u(x, y) = f(x)+g(y)
x−y − (x−y)2

6 .

С1. 1) u = e−x(ψ(y) +
x∫
0

φ(ξ)eξ−ξ2y2

dξ); 2) u = e−xy(yf(x) + f ′(x) +

y∫
0

(y − η)g(η)e−xηdη). Позначивши uy + xu =: v, одержати рiвняння u =

vx + 2yv, (vy + xv)x + 2y(vy + xv) = 0; 3) u = (1 + y)(1 − e−x) − xy +

e−x(φ(y)+
x∫
0

eξ(1−y)ψ(ξ)dξ). Користуючись позначенням ux+u =: e−xyv,

перетворити вихiдне рiвняння до вигляду vy = −x2yexy, звiдки знайти
v. Далi, пiдставляючи знайдений вираз для v у рiвнiсть ux +u = e−xyv,
одержати рiвняння ux+u = 1−xy+e−xyψ(x), розв’язуючи яке, отримати
вiдповiдь; 4) u = f(y − x) + e

1
2 (y−x)g(y − 2x); 5) u = f(x + 3y) + g(3x +

y)e
7x+y
16 ; 6) u = e

1
2 (x+y)((2x+ y)e4x+y + f(2x+ y) + g(4x+ y)).

С2. Треба розв’язати задачу
utt = a2uxx, x > 0, t > 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, x ≥ 0,
u(0, t) = A sinωt, t ≥ 0.

С3. u(x, t) =


0, t ≤ x

a ,

−a
t− x

a∫
0

ν(τ)dτ, t > x
a .
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С4. u(x, l
2a ) = 0, u(x, l

a ) = −4h
l2 (x− l)x, 0 ≤ x ≤ l.

С5. 1) u = xyt(1 + t2) + x2 − y2; 2) u = x2 + t2 + t sin y; 3) u =
x2 + y2 − 2z2 + t+ t2xyz; 4) u = y2 + tz2 + 8t2 + 8

3 t
3 + 1

12 t
4x2 + 2

45 t
6.

С6. Розкласти u на простi дроби,тодi
u(x, t) = 1

2(x−t)2 + 1
2(x+t)2 = f(x− t) + g(x+ t).

С7. Оскiльки u(x, t) = f(x− t) + g(x+ t), то
v(x, t) = f

(
x

x2−t2 − t
x2−t2

)
+ g

(
x

x2−t2 + t
x2−t2

)
= f

(
1

x+t

)
+ g

(
1

x−t

)
=

= g1(x+ t) + f1(x− t).
С8. 1) u = −x2− 13

3 (y−cosx)2− 2
3 (y−cosx); 2) u = 3

4
4
√
x7y( 3

√
y− 1

y );
3) u = 2e−

1
4 (2x−y+cos x) cosx sin 1

2 (y − cosx). За допомогою замiни ξ =
2x− y+cosx, η = 2x+ y− cosx рiвняння звести до канонiчного вигляду
4ũξη+ũη = 0. Загальний розв’язок цього рiвняння ũξη = f(ξ)+e−ξ/4g(η).
Далi повернутися до змiнних x i y та, задовольнивши початковi умови,
знайти вигляд функцiй f i g.
4)u = 3x2 − 5

3y
2; 5) u(x, y) = 1 + xy2 + x2

2 (x− 3y).

Д1. 1) u =
√

x
y f(xy)+g(

y
x ); 2) u = f(x−y)+g(3x+y); 3) u = ex+y+

(f(x)+g(y))e3x+2y; 4) u = f(y+2x+sinx)+e−(y+2x+sin x)/4g(y−2x+sinx);

5) u = yf(x) + f ′(x) +
y∫
0

(y − η)e−xηg(η)dη. Користуючись позначен-

ням v := uy, перетворити вихiдне рiвняння до вигляду vxy + yvy = 0;
6) u = f(x)e−y2/2 + g(y)e−(x2+y2)/2; 7) u = f(x+ y) + e−(x+y)/6g(5x− y).

Д2. 1) u = sin y − 1 + ex−y; 2) u = xy + 3
2 sin

2y
3 cos(x+ y

3 );

3) u = x2

y ; 4) u = 2x + y − x2; 5) u = exsh
(
y−cos x

2

)
+ sinx cos

(
y−cos x

2

)
;

6) u = 1− sin(y − x+ cosx) + ey+cos x sin(x+ y + cosx);

7) u = 1
2x

2(ey − 1) + sinx+ x3−(x−ey−1)3

6 + arctg(x+ ey − 1)− arctgx;
8) u(x, y) = 3x+ 2x2(y2 − 1

y ).

Д3. 1) u = x2 + xt+ t2; 2) u = sinx; 3) u = 1 + t+ 1
9 (1− cos 3t) sinx;

4) u = at
b − a

b2 sin bt + cos(x − t); 5) u = x(t − sin t) + sin(x + t); 6) u =
1
2 t

2(x3−3xy2)+ excoxy+ tey sinx;7) u = 2x2− y2+(2x2+ y2)t+2t2+2t3;

8) u = ex+y cos(z
√
2) + te3y+4z sin 5x+ t3ex

√
2 sin y cos z.

Д4. 1) u = 1
4a ln 1+(x+at)2

1+(x−at)2 ; 2) u = 1
4a ln 1+(x+at)2

1+(x−at)2+

+


1
2

(
(x+at)2

1+(x+at)2 + (x−at)2

1+(x−at)2

)
при x > at,

1
2

(
(x+at)2

1+(x+at)2 − (x−at)2

1+(x−at)2

)
при 0 ≤ x ≤ at;
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3) u(x, t) =
{

0, x ≥ t,
− sinπ(x− t), x < t;

4) u(x, t) =
{

0, x ≥ t,
1
π (− cosπ(x− t) + 1), x < t.

Д5. 1) u = x+ t+ t2 + cosx cos t; 2) u = x2 + t2; 3) u = x2 − 2t2;

4) u(x, t) =
{

At, 0 < at ≤ x,
A(t−hx)
1−ah , x < at < +∞;

5) u(x, t) = φ(t− x/a) + ψ(t+ x/a), де

−φ(−z) = ψ(z) =

{
1
2 sin

πaz
l , 0 ≤ z ≤ l/a,

0, l/a < z < +∞,

φ(z) =

{
1

π2+h2l2

(
π2−h2l2

2 sin πaz
l + πhl

(
cos πaz

l − e−ahz
))
, 0 ≤ z ≤ l/a,

− 1
π2+h2l2

(
1 + ehl

)
e−ahz, l/a < z < +∞.

Д6. 1) u = y2 + 1
2x

2(1 + e−y); 2) u = (1 + x
2 − y

2 )e
1
2 (x−y);

3) u =
√
xy + 1

2 ln
x
y ; 4) u = y; 5) u = (2y + x)e−(y−x)/3 + 1.
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Тема 4. Метод Фур’є вiдокремлення змiнних.
Розв’язування однорiдних мiшаних
задач для гiперболiчних рiвнянь

У попереднiй темi ми розв’язували рiвняння гiперболiчного
типу в необмежених областях змiни просторових змiнних при
t > 0 (наприклад, коливання нескiнченної струни розглядалися
при −∞ < x < +∞ i t > 0). Уся сукупнiсть розв’язкiв таких
рiвнянь визначається з точнiстю до двох довiльних функцiй. Для
видiлення певного розв’язку ми задавали двi умови (умови Ко-
шi): значення шуканої функцiї i її похiдної за t при t = 0. Якщо
ж нас цiкавить розв’язок рiвняння при t > 0 в обмеженiй обла-
стi змiни просторових змiнних, наприклaд, коливання струни, що
має скiнченну довжину, то в доповнення до початкових умов тре-
ба ще задавати поведiнку шуканої функцiї на межi областi змiни
просторових змiнних. Задачу про розв’язування диференцiально-
го рiвняння з додатковими початковими i крайовими умовами на-
зивають мiшаною або початково-крайовою задачею. Найча-
стiше розв’язування мiшаних задач для рiвнянь математичної фi-
зики (не обов’язково гiперболiчних) проводиться методом Фур’є
вiдокремлення змiнних або коротше методом Фур’є.

Цей метод застосовний для однорiдних рiвнянь з однорiдними
крайовими умовами. Опишемо загальну схему методу Фур’є для
рiвняння

A(y)uyy(x, y) +B(y)uy(x, y) + C(y)u(x, y) =

=
1

ρ(x)
((p(x)ux(x, y))x − q(x)u(x, y)), (1)

де A, B, C – неперервнi функцiї на [0, y0], а ρ, p, p′, q – неперервнi
функцiї на [0, l], причому ρ > 0, p > 0, q ≥ 0. За таких припущень
стосовно ρ i p тип рiвняння (1) визначається знаком A, а саме,
якщо при y ∈ [0, y0]: A(y) > 0, то тип гiперболiчний, A(y) = 0 –
параболiчний i A(y) < 0 – елiптичний. У гiперболiчному й пара-
болiчному випадках змiнна y є часовою змiнною, область змiни
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якої може бути необмеженою, тобто y0 = +∞. Область змiни x у
всiх випадках є скiнченним вiдрiзком [0, l].

Основнi однорiднi рiвняння математичної фiзики є частинни-
ми випадками рiвняння (1).

Нехай Qy0 := (0, l)×(0, y0). Розглянемо задачу про знаходжен-
ня функцiї u(x, y), (x, y) ∈ Qy0 , яка є розв’язком рiвняння (1) у
Qy0 , задовольняє однорiднi крайовi умови за змiнною x

αux(0, y)+βu(0, y) = 0, γux(l, y)+δu(l, y) = 0, 0 ≤ y ≤ y0, (2)

i неоднорiднi умови за змiнною y:
1) A > 0 (гiперболiчний випадок)

u(x, 0) = φ(x), uy(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l; (3)

2) A = 0 (параболiчний випадок)

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l; (4)

3) A < 0 (елiптичний випадок)

α1uy(x, 0) + β1u(x, 0) = φ(x),
γ1uy(x, y0) + δ1u(x, y0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l,

(5)

де α, β, γ, δ, α1, β1, γ1, δ1 – сталi, якi задовольняють умови α2+β2 ̸=
0, γ2 + δ2 ̸= 0, α2

1 + β21 ̸= 0, γ21 + δ21 ̸= 0.
Задача (1), (2), (3) є мiшаною задачею для гiперболiчного рiв-

няння; задача (1), (2), (4) – мiшаною задачею для параболiчного
рiвняння; а задача (1), (2), (5) – крайовою задачею для елiпти-
чного рiвняння.

Шукатимемо ненульовi розв’язки рiвняння (1), якi задоволь-
няють умови (2), у виглядi добутку функцiй

u(x, y) = X(x)Y (y), (x, y) ∈ Qy0 . (6)

Пiдстановка (6) у рiвняння (1) дає

A(y)X(x)Y ′′(y) +B(y)X(x)Y ′(y) + C(y)X(x)Y (y) =
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=
1

ρ(x)
((p(x)X ′(x))′Y (y)− q(x)X(x)Y (y)).

Подiливши цю рiвнiсть на X(x)Y (y), дiстанемо

A(y)Y ′′(y) +B(y)Y ′(y) + C(y)Y (y)

Y (y)
=

(p(x)X ′(x))′ − q(x)X(x)

ρ(x)X(x)
.

Лiва частина цiєї тотожностi не залежить вiд x, а права – вiд
y, отже, рiвнiсть можлива тiльки у випадку, коли її лiва й права
частини дорiвнюють сталiй величинi. Якщо позначити цю сталу
через −λ, то одержимо два звичайнi диференцiальнi рiвняння

A(y)Y ′′(y) +B(y)Y ′(y) + (C(y) + λ)Y (y) = 0, y ∈ (0, y0); (7)

(p(x)X ′(x))′ + (λρ(x)− q(x))X(x) = 0, x ∈ (0, l). (8)

Розв’язки (6) повиннi задовольняти крайовi умови (2). При
пiдстановцi (6) у (2) дiстанемо умови, якi повинна задовольняти
функцiя X,

αX ′(0) + βX(0) = 0, γX ′(l) + δX(l) = 0. (9)

Задача (8), (9) називається задачею Штурма–Лiувiлля.
Вона має нетривiальнi розв’язки не при всiх значеннях λ. Тi зна-
чення λ, при яких вона має нетривiальнi розв’язки, називаються
власними числами (значеннями), а вiдповiднi їм нетривiальнi
розв’язки X – власними функцiями задачi Штурма–Лiувiлля.

Власнi числа i власнi функцiї задачi Штурма–Лiувiлля (8), (9)
мають такi властивостi:

1) iснує злiченна множина власних чисел λ1, ..., λk, ... (λ1 ≤
... ≤ λk ≤ ...) i вiдповiдних їм власних функцiй X1(x), ..., Xk(x),
..., x ∈ (0, l);

2) усi власнi числа дiйснi i невiд’ємнi; для першої й третьої
крайових задач власнi числа додатнi, для другої крайової задачi з
q = 0 власним числом є також λ = 0;
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3) власнi функцiї Xk i Xm, якi вiдповiдають рiзним власним
числам λk i λm, ортогональнi мiж собою з вагою ρ на вiдрiзку
[0, l], тобто

l∫
0

ρ(x)Xk(x)Xm(x)dx =

{
0 при k ̸= m,
||Xm||2 ̸= 0 при k = m;

4) (теорема Стеклова) всяка функцiя f , яка є неперерв-
ною на сегментi [0, l] разом зi своїми похiдними першого i дру-
гого порядкiв та задовольняє крайовi умови (9), розкладається
в рiвномiрно збiжний ряд Фур’є за системою власних функцiй
Xk, k ∈ N, задачi (8), (9):

f(x) =

∞∑
k=1

akXk(x), x ∈ [0, l]. (10)

Коефiцiєнти ak визначаються за формулою

ak =
1

||Xk||2

l∫
0

ρ(x)Xk(x)f(x)dx, k ∈ N. (11)

Зауваження. Розклад f у ряд Фур’є (10) можливий i тодi,

коли f ∈ L2,ρ((0, l)) (
l∫
0

ρ(x)|f(x)|2dx < +∞). При цьому ряд (10)

з коефiцiєнтами (11) збiгається в середньому до f на (0, l), тобто

||f −
n∑
k=1

akXk||L2,ρ :=
( l∫

0

ρ(x)|f(x)−
n∑
k=1

akXk(x)|2dx
)1/2

−−→
n→ ∞

0.

Якщо знайдено власнi числа i власнi функцiї задачi (8), (9),
то, пiдставивши λ = λk, k ∈ N, у рiвняння (7), одержимо рiвняння

A(y)Y ′′
k (y) +B(y)Y ′

k(y) + (C(y) + λk)Yk(y) = 0, k ∈ N. (12)
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Якщо A ̸= 0, тобто маємо гiперболiчний або елiптичний ви-
падки, то загальний розв’язок рiвняння (12) має вигляд

Yk(y) = AkY1k(y) +BkY2k(y), y ∈ [0, y0], k ∈ N,

де Y1k i Y2k – лiнiйно незалежнi розв’язки цього рiвняння, а Ak i
Bk – довiльнi сталi.

У параболiчному випадку, коли A = 0 i B ̸= 0, загальний
розв’язок визначається формулою

Yk(y) = AkY1k(y) := Akexp

−
y∫

0

C(z) + λk
B(z)

dz

 , y ∈ [0, y0], k ∈ N.

Знайденi Xk i Yk пiдставляємо в (6) i одержуємо розв’язки
uk(x, y), (x, y) ∈ Qy0 , k ∈ N, рiвняння (1), якi задовольняють умо-
ви (2). При цьому

uk(x, y) =

{
(AkY1k(y) +BkY2k(y))Xk(x), якщоA ̸= 0,

AkY1k(y)Xk(x), якщоA = 0, B ̸= 0.

За допомогою розв’язкiв uk, k ∈ N, будуємо розв’язки постав-
лених задач для рiвняння (1). Для цього розглянемо ряд

u(x, y) =

∞∑
k=1

uk(x, y), (x, y) ∈ Qy0 , (13)

який у випадку, коли A ̸= 0, має вигляд

u(x, y) =

∞∑
k=1

(AkY1k(y) +BkY2k(y))Xk(x), (x, y) ∈ Qy0 , (14)

а якщо A = 0, B ̸= 0, то вигляд

u(x, y) =

∞∑
k=1

AkY1k(y)Xk(x), (x, y) ∈ Qy0 . (15)
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Якщо ряд (13) збiгається рiвномiрно в Qy0 разом з рядами,
якi одержуються з нього почленним диференцiюванням двiчi за x
i y, то його сума є розв’язком рiвняння (1) i задовольняє крайовi
умови (2), бо таку властивiсть мають члени ряду. Щоб знайти
коефiцiєнти Ak i Bk iз (14) i (15), треба задовольнити функцiєю
u, яка визначається рiвнiстю (13), умови (3) – (5) за змiнною y. У
залежностi вiд типу рiвняння (1) матимемо рiзнi ситуацiї.

Гiперболiчний тип (A > 0). Пiдставивши (14) у (3), дiстане-
мо

φ(x) =
∞∑
k=1

(AkY1k(0) +BkY2k(0))Xk(x),

ψ(x) =
∞∑
k=1

(AkY
′
1k(0) +BkY

′
2k(0))Xk(x), x ∈ [0, l].

(16)

Якщо функцiї φ i ψ можна розкласти у ряди Фур’є за системою
власних функцiй {Xk, k ∈ N}, то

AkY1k(0) +BkY2k(0) =
1

||Xk||2
l∫
0

ρ(x)φ(x)Xk(x)dx,

AkY
′
1k(0) +BkY

′
2k(0) =

1
||Xk||2

l∫
0

ρ(x)ψ(x)Xk(x)dx.

(17)

Знайшовши Ak i Bk з цiєї системи, пiдставимо їх у ряд (14). Як
результат дiстанемо розв’язок задачi (1) – (3).

Параболiчний тип (A = 0, B ̸= 0). Для знаходження коефi-
цiєнтiв Ak необхiдно задовольнити рядом (15) початкову умову
(4):

φ(x) =

∞∑
k=1

AkY1k(0)Xk(x), x ∈ [0, l].

Звiдси випливає, що

Ak =
1

Y1k(0)||Xk||2

l∫
0

ρ(x)φ(x)Xk(x)dx, k ∈ N.
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Пiдставивши цi коефiцiєнти у (15), одержимо розв’язок задачi (1),
(2), (4).

Елiптичний тип (A < 0). Розв’язок рiвняння (1), який задо-
вольняє крайовi умови (2), як i в гiперболiчному випадку, знахо-
диться у виглядi ряду (14). Задовольнивши цим рядом крайовi
умови (5) за змiнною y, дiстанемо систему рiвнянь, аналогiчну до
(17), з якої знайдемо коефiцiєнти Ak i Bk. Пiдстановка їх у (14)
дaє розв’язок задачi (1), (2), (5).

Приклад 1. Вивчити вiльнi коливання тонкого однорiдного стерж-
ня довжиною π, лiвий кiнець якого закрiплений, а правий вiльний, якщо
початкове вiдхилення вiд положення рiвноваги дорiвнює π

32x(2π − x),
0 ≤ x ≤ π, а початкова швидкiсть нульова.

▹ Оскiльки коливання вiльнi, а стержень однорiдний, то рiвняння
коливань

utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < π, t > 0. (18)

За умовою задачi лiвий кiнець стержня закрiплений, тому u(0, t) = 0.
Те, що правий кiнець вiльний, означає, що ux(π, t) = 0. Отже, крайовi
умови мають вигляд

u(0, t) = 0, ux(π, t) = 0, t ≥ 0. (19)

Початковi умови такi:

u(x, 0) =
π

32
x(2π − x), ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π. (20)

Будемо шукати ненульовi частиннi розв’язки рiвняння (18), якi за-
довольняють крайовi умови (19), у виглядi добутку функцiй

u(x, t) = T (t)X(x), (21)

кожна з яких залежить вiд однiєї змiнної. Пiсля пiдстановки (21) у (18) i
вiдокремлення змiнних дiстаємо два звичайнi диференцiальнi рiвняння
другого порядку зi сталими коефiцiєнтами

T ′′(t)X(x) = a2T (t)X ′′(x),
T ′′(t)

a2T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ2,

T ′′(t) + a2λ2T (t) = 0, t ≥ 0, (22)

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, 0 ≤ x ≤ π. (23)
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Тут i надалi замiсть −λ будемо писати −λ2, щоб пiдкреслити недодат-
нiсть цього числа.

Якщо функцiя u з (21) задовольняє умови (19), то

X(0) = 0, X ′(π) = 0. (24)

Отже, задачею Штурма–Лiувiлля є задача (23), (24). Знайдемо її власнi
числа i власнi функцiї. Загальний розв’язок рiвняння (23)

X(x) = C1 cosλx+ C2 sinλx, 0 ≤ x ≤ π.

Задовольняючи цiєю функцiєю умови (24), одержуємо систему двох рiв-
нянь {

0 = C1 cosλ0 + C2 sinλ0,
0 = −C1λ sinλπ + C2λ cosλπ,

яка мiстить невiдомi величини C1, C2 i λ. Додатковою тут є умова, що
u ̸≡ 0, а, отже, i X ̸≡ 0. Тому при C1 = 0, що випливає з першого
рiвняння, дiстанемо з другого рiвняння двi умови C2 ̸= 0 i cosλπ = 0. З
останньої умови випливає, що λπ =

(
2n+1

2

)
π або λn = 2n+1

2 , де n ∈ Z+.
Це i є власнi числа задачi (23), (24), а власними функцiями, якi їм
вiдповiдають, є

Xn(x) = sin
2n+ 1

2
x, 0 ≤ x ≤ π, n ∈ Z+. (25)

Тут взято C2 = 1 тому, що власнi функцiї визначаються з точнiстю до
довiльної сталої C2.

Для знаходження T з (22), враховуючи те, що λ = λn, дiстанемо
рiвняння

T ′′
n (t) + a2

(
2n+ 1

2

)2

Tn(t) = 0, t ≥ 0, n ∈ Z+.

Звiдси одержуємо, що

Tn(t) = An cos
2n+ 1

2
at+Bn sin

2n+ 1

2
at, t ≥ 0, n ∈ Z+. (26)

Отже, кожному власному числу λn вiдповiдає розв’язок задачi (18),
(19), який є добутком функцiй (25) i (26), тобто

un(x, t) =

(
An cos

2n+ 1

2
at+Bn sin

2n+ 1

2
at

)
sin

2n+ 1

2
x,
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0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0. (27)

Оскiльки функцiї (27) нi при якому виборi сталих An i Bn не за-
довольняють умови (20), то розв’язок задачi (18) – (20) шукатимемо у
виглядi ряду

u(x, t) =

∞∑
n=0

(
An cos

2n+ 1

2
at+Bn sin

2n+ 1

2
at

)
sin

2n+ 1

2
x,

0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0. (28)

Задовольняючи рядом (28) умови (20), дiстаємо рiвностi

∞∑
n=0

An sin
2n+ 1

2
x =

π

32
x(2π − x), 0 ≤ x ≤ π,

∞∑
n=0

Bna
2n+ 1

2
sin

2n+ 1

2
x = 0, 0 ≤ x ≤ π,

з яких знаходимо значення коефiцiєнтiв An i Bn:

An =
2

π

π∫
0

π

32
x(2π − x) sin

2n+ 1

2
xdx =

=
1

8(2n+ 1)

(
x(2π − x) cos

2n+ 1

2
x

∣∣∣∣0
π

+ 2

π∫
0

(π − x) cos
2n+ 1

2
xdx

)
=

=
1

2(2n+ 1)2

(
(π − x) sin

2n+ 1

2
x

∣∣∣∣π
0

+

π∫
0

sin
2n+ 1

2
xdx

)
=

=
1

(2n+ 1)3
cos

2n+ 1

2
x

∣∣∣∣0
π

=
1

(2n+ 1)3
; Bn = 0, n ∈ Z+.

Отже, розв’язок задачi (18) – (20) має вигляд

u(x, t) =

∞∑
n=0

1

(2n+ 1)3
cos

2n+ 1

2
at sin

2n+ 1

2
x, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0.
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Одержаний ряд i його похiднi збiгаються рiвномiрно для 0 ≤ x ≤ π,
t ≥ 0, що можна довести, скориставшись мажорантною ознакою Вейєр-
штрасса й ознакою Дiрiхле. ◃

Приклад 2. Знайти розв’язок рiвняння

utt(x, t) + 2h1ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0, (29)

( h1 – мале дiйсне число), який задовольняє крайовi

ux(0, t) = 0, ux(l, t) + h2u(l, t) = 0, h2 > 0, t ≥ 0, (30)

i початковi умови

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l. (31)

▹ Пiдставивши u(x, t) = X(x)T (t) у рiвняння (29), дiстанемо, що
X(x)T ′′(t)+2h1X(x)T ′(t) = a2X ′′(x)T (t), а пiсля вiдокремлення змiнних
одержимо рiвняння

T ′′(t) + 2h1T
′(t) + λ2a2T (t) = 0, t ≥ 0, (32)

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, 0 ≤ x ≤ l. (33)

Якщо задовольнити крайовi умови (30), то матимемо

X ′(0) = 0, X ′(l) + h2X(l) = 0. (34)

Для знаходження X маємо задачу Штурма–Лiувiлля (33), (34).
Загальний розв’язок рiвняння (33) X(x) = C1 cosλx + C2 sinλx. Тодi
X ′(x) = −C1λ sinλx+ C2λ cosλx i тому, задовольнивши умови (34), дi-
станемо{

C2λ = 0,
C1(−λ sinλl + h2 cosλl) + C2(λ cosλl + h2 sinλl) = 0, λ ̸= 0.

Оскiльки λ ̸= 0, то з першого рiвняння цiєї системи дiстаємо C2 = 0,
а тодi з другого рiвняння одержимо рiвнiсть C1(−λ sinλl+h2 cosλl) = 0.
Очевидно, що C1 ̸= 0, бо в протилежному випадку X ≡ 0, а тому
−λ sinλl + h2 cosλl = 0, тобто tgµ = h2l

µ , де µ = λl. Як легко бачи-
ти, розглядаючи в площинi Oµz перетин двох лiнiй z = tgµ, z = h2l

µ , це
рiвняння має злiченну множину пар коренiв µ1, µ̄1, µ2, µ̄2, ..., якi однако-
вi за абсолютною величиною i протилежнi за знаком. Розглядатимемо
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лише додатнi µ1, µ2, ... . Тодi з рiвностi µk = λkl, k ∈ N, знаходимо власнi
числа задачi (33), (34).

У випадку λ = 0 загальний розв’язок рiвняння (33) має вигляд
X(x) = C1x+ C2. Задовольняючи умови (34), дiстаємо систему{

C1 = 0,
C1 + h2(C1l + C2) = 0,

звiдки випливає, що C1 = 0, C2 = 0, а це означає, що X ≡ 0.
Отже, власнi числа мають вигляд λn = µn

l i їм вiдповiдають власнi
функцiї Xn(x) = cos µn

l x, 0 ≤ x ≤ l, n ∈ N.
Розглядаємо тепер рiвняння (32) з λ = λn, n ∈ N. Це лiнiйне од-

норiдне рiвняння другого порядку зi сталими коефiцiєнтами, загальний
розв’язок якого

Tn(t) = e−h1t(An cos qnt+Bn sin qnt), qn =
√
µ2
na

2l−2 − h21, n ∈ N,

де µ2
na

2l−2 − h21 ≥ 0. Тому розв’язком задачi (29), (30) є

un(x, t) = e−h1t(An cos qnt+Bn sin qnt) cos
µn

l
x, n ∈ N,

а розв’язок задачi (29) – (31) шукаємо у виглядi ряду

u(x, t) =

∞∑
n=1

e−h1t(An cos qnt+Bn sin qnt) cos
µn

l
x,

0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0. (35)

Задовольнивши початковi умови (31), дiстанемо рiвностi

φ(x) =
∞∑

n=1
An cos

µn

l x,

ψ(x) =
∞∑

n=1
(−h1An +Bnqn) cos

µn

l x, 0 ≤ x ≤ l.
(36)

Система функцiй {cos µn

l x, n ∈ N} ортогональна на [0, l], тому, по-
множивши рiвностi (36) на cos µm

l x та зiнтегрувавши в межах вiд 0 до
l, одержимо спiввiдношення

l∫
0

φ(x) cos
µm

l
xdx = Am

l∫
0

cos2
µm

l
xdx,
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l∫
0

ψ(x) cos
µm

l
xdx = (−h1Am +Bmqm)

l∫
0

cos2
µm

l
xdx,

з яких випливає, що

Am =

l∫
0

φ(x) cos µm

l xdx

l∫
0

cos2 µm

l xdx

, Bm =

l∫
0

(ψ(x) + h1φ(x)) cos
µm

l xdx

qm
l∫
0

cos2 µm

l xdx

.

Оскiльки
l∫

0

cos2
µm

l
xdx =

l

2

(
1 +

sin 2µm

2µm

)
,

то скориставшись рiвнiстю tgµm = h2l
µm

i тим, що sin 2α =
2tgα

1+tg2
α
, одер-

жимо, що

1

Cm
:=

l∫
0

cos2
µm

l
xdx =

l

2

µ2
m + h2l + (h2l)

2

µ2
m + (h2l)2

.

Отже, коефiцiєнти Am i Bm визначаються формулами

Am = Cm

l∫
0

φ(x) cos
µm

l
xdx,

Bm =
Cm

qm

l∫
0

[ψ(x) + h1φ(x)] cos
µm

l
xdx, m ∈ N.

Пiдставивши цi значення коефiцiєнтiв у ряд (35), отримаємо шу-
каний розв’язок задачi (29) – (31), якщо функцiї φ i ψ задовольняють
умови теореми Стеклова. ◃

Приклад 3. Pозв’язати задачу

utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0, (37)

ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0, (38)

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l. (39)
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▹ Шукатимемо ненульовий розв’язок задачi (37), (38) у виглядi

u(x, t) = X(x)T (t). (40)

Пiдставивши (40) у рiвняння (37) i вiдокремивши змiннi, дiстанемо такi
два звичайнi диференцiальнi рiвняння:

T ′′(t) + a2λ2T (t) = 0, t ≥ 0, (41)

X ′′(x) + λ2X(x) = 0 0 ≤ x ≤ l. (42)

Якщо задовольнити функцiєю (40) умови (38), то одержимо, що

X ′(0) = 0, X ′(l) = 0. (43)

Розв’яжемо задачу Штурма–Лiувiлля (42), (43). Загальний розв’я-
зок рiвняння (42) X(x) = C1 cosλx+C2 sinλx. Пiдставивши X у крайовi
умови (43), дiстанемо

0 = C2λ, 0 = −C1λ sinλl + C2λ cosλl.

Якщо λ ̸= 0, то C2 = 0 i тодi C1 ̸= 0, бо в протилежному випадку
X ≡ 0. Тому одержуємо, що sinλl = 0, тобто λn = nπ

l i Xn(x) = cos nπ
l x,

0 ≤ x ≤ l, n ∈ N. У випадку, коли λ = 0, загальний розв’язок рiвняння
(42) маc вигляд X0(x) = C1x + C2. Якщо задовольнити умови (43), то
одержимо, що C1 = 0. Тодi C2 ̸= 0, бо нас цiкавлять ненульовi розв’яз-
ки задачi Штурма–Лiувiлля. Можна взяти C2 = 1, а це означає, що
X0(x) = 1, 0 ≤ x ≤ l.

Отже, ми маємо власнi числа λ0 = 0 i λn = nπ
l , n ∈ N, яким вiдпо-

вiдають власнi функцiї X0(x) = 1 i Xn(x) = cos nπ
l x, n ∈ N, задачi (42),

(43).
При λ = λ0 = 0 рiвняння (41) має розв’язок T0(t) = A0t+B0, а при

λ = λn, n ∈ N, розв’язком є функцiя Tn(t) = An cos
anπ
l t + Bn sin

anπ
l t,

n ∈ N.
Складемо ряд

u(x, t) = A0t+B0 +
∞∑

n=1

(
An cos

anπ

l
t+Bn sin

anπ

l
t
)
cos

nπ

l
x,

0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0. (44)
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Задовольняючи початковi умови (39), одержуємо спiввiдношення для
визначення A0, An, B0 i Bn:

B0 +
∞∑

n=1
An cos

nπ
l x = φ(x),

A0 +
∞∑

n=1
Bn

anπ
l cos nπ

l x = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l.

Звiдси

B0 =
1

l

l∫
0

φ(x)dx, A0 =
1

l

l∫
0

ψ(x)dx,

An =
2

l

l∫
0

φ(x) cos
nπx

l
dx, Bn =

2

anπ

l∫
0

ψ(x) cos
nπx

l
dx, n ∈ N.

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в ряд (44), дiстанемо розв’язок зада-
чi (37) – (39) за умови, що функцiї φ i ψ задовольняють умови теореми
Стеклова. ◃

Зауваження. За допомогою методу Фур’є розв’язуються та-
кож мiшанi задачi для рiвнянь гiперболiчного, параболiчного та
елiптичного типiв i у випадку, коли є декiлька простoрових змiн-
них.

Приклад 4. В однорiдної прямокутної мембрани {0 ≤ x ≤ s, 0 ≤
y ≤ p} частина межi {x = 0, 0 ≤ y < p} вiльна, а iнша частина закрiп-
лена жорстко. Нехтуючи реакцiєю навколишнього середовища, вивчити
поперечнi коливання мембрани, якщо початковi вiдхилення

u(x, y, 0) = A cos
πx

2s
sin

πy

p
, 0 ≤ x ≤ s, 0 ≤ y ≤ p,

а початковi швидкостi нульовi.
▹ Математична модель задачi така:

utt(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)),

0 < x < s, 0 < y < p, t > 0, (45)

ux(0, y, t) = 0, u(s, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ p, t ≥ 0, (46)

u(x, 0, t) = 0, u(x, p, t) = 0, 0 ≤ x ≤ s, t ≥ 0, (47)
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u(x, y, 0) = A cos πx
2s sin πy

p , 0 ≤ x ≤ s, 0 ≤ y ≤ p,

ut(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ s, 0 ≤ y ≤ p.
(48)

Шукатимемо нетривiальнi розв’язки рiвняння (45), якi задовольня-
ють крайовi умови (46), (47), у виглядi u(x, y, t) = T (t)V (x, y). Як i в
попереднiх прикладах, дiстанемо рiвняння для T

T ′′(t) + a2λ2T (t) = 0, t > 0, (49)

i мiшану задачу для V

Vxx(x, y) + Vyy(x, y) + λ2V (x, y) = 0, 0 < x < s, 0 < y < p, (50)

Vx(0, y) = 0, V (s, y) = 0, 0 ≤ y ≤ p, (51)

V (x, 0) = 0, V (x, p) = 0, 0 ≤ x ≤ s. (52)

Задачу (50) – (52), в свою чергу, розв’язуватимемо методом вiд-
окремлення змiнних:

V (x, y) = X(x)Y (y),

X ′′(x)

X(x)
= −Y

′′(y) + λ2Y (y)

Y (y)
= −µ2,

X ′′(x) + µ2X(x) = 0, X ′(0) = 0, X(s) = 0, (53)

Y ′′(y) + k2Y (y) = 0, k2 = λ2 − µ2, Y (0) = 0, Y (p) = 0. (54)

Власними числами задачi (53) є µm = (2m+1)π
2s , власними функцiями –

Xm(x) = cos (2m+1)πx
2s , m ∈ Z+, а задачi (54) – вiдповiдно kn = nπ

p i
Yn(y) = sin nπy

p , n ∈ N.
Тодi

Vmn(x, y) = cos
(2m+ 1)πx

2s
sin

nπy

p
,

m ∈ Z+, n ∈ N, 0 ≤ x ≤ s, 0 ≤ y ≤ p,

є власними функцiями задачi (50) – (52), що вiдповiдають власним чис-
лам λ2mn = µ2

m + k2n = (2m+1)2π2

4s2 + n2π2

p2 . При цьому окремi власнi числа
можуть бути кратними, тобто одному власному числу вiдповiдатимуть
декiлька лiнiйно незалежних функцiй Vmn (при рiзних m i n може бути
одне i те саме значення λmn).

Пiдставивши λ2 = λ2mn у рiвняння (49), одержимо рiвняння

T ′′
mn(t) + λ2mna

2Tmn(t) = 0,
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загальним розв’язком якого є

Tmn(t) = Amn cos aλmnt+Bmn sin aλmnt,

t ≥ 0, m ∈ Z+, n ∈ N.

Скориставшись принципом суперпозицiї, отримаємо, що ряд

u(x, y, t) =

∞∑
m=0

∞∑
n=1

(
Amn cos

√
(2m+ 1)2

4s2
+
n2

p2
aπt +

+Bmn sin

√
(2m+ 1)2

4s2
+
n2

p2
aπt

)
cos

(2m+ 1)πx

2s
sin

nπy

p
,

t ≥ 0, 0 ≤ x ≤ s, 0 ≤ y ≤ p, (55)

коли вiн збiгається рiвномiрно разом зi своїми формальними похiдними,
тобто рядами, одержаними почленним диференцiюванням, до другого
порядку, задовольняє рiвняння (45) i крайовi умови (46), (47), бо таку
властивiсть мають члени ряду.

Задовольняючи початковi умови (48), дiстаємо
A cos πx

2s sin πy
p =

∞∑
m=0

∞∑
n=1

Amn cos
(2m+1)πx

2s sin nπy
p ,

0 =
∞∑

m=0

∞∑
n=1

Bmn

√
(2m+1)2

4s2 + n2

p2 aπ cos
(2m+1)πx

2s sin nπy
p ,

0 ≤ x ≤ s, 0 ≤ y ≤ p.

Звiдси випливає, що A01 = A, Amn = 0, m ̸= 0 i n ̸= 1 одночасно,
Bmn = 0, m ∈ Z+, n ∈ N, оскiльки Vmn лiнiйно незалежнi.

Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в ряд (55), одержимо розв’язок
задачi (45) – (48)

u(x, y, t) = A cos

√
1

4s2
+

1

p2
aπt cos

πx

2s
sin

πy

p
, 0≤x≤s, 0≤y≤p, t≥0. ◃

Вправи
О1. У пропонованих задачах дати фiзичне тлумачення умов

задач, знайти розв’язки цих задач i дослiдити на рiвномiрну збi-
жнiсть одержанi функцiональнi ряди:
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1) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = sin 2π
l x, 0 ≤ x ≤ l;

2) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) =

{
h
cx, 0 ≤ x ≤ c,

h(x−l)
c−l , c < x ≤ l,

ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

3) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = sin 5π
2l x, ut(x, 0) = sin π

2lx, 0 ≤ x ≤ l;

4) utt(x, t) + 2ut(x, t) = uxx(x, t) + u(x, t),
0 < x < π, t > 0,

ux(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ π;

5) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = x, ut(x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ l;

6) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = cos π2lx, ut(x, 0) = cos 3π
2l x+ cos 5π

2l x, 0 ≤ x ≤ l;

7) utt(x, t) = 9uxx(x, t), 0 < x < 4, t > 0,
ux(0, t) = 0, u(4, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 16− x2, 0 ≤ x ≤ 4;

8) utt(x, t) = uxx(x, t) + 10u(x, t), 0 < x < π
2 , t > 0,

u(0, t) = 0, ux(
π
2 , t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 1
9 sinx+ sin 3x, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π

2 ;
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9) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = x, ut(x, 0) = sin 5
2lx+ sin 3π

2l x, 0 ≤ x ≤ l;

10) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < 1, t > 0,
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = h(x4 − 2x3 + x), ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1.
О2. Вивчити коливання струни довжиною l iз закрiпленими

кiнцями, якщо початковi швидкостi точок струни дорiвнюють ну-
лю, а початкове вiдхилення має форму параболи, вiссю симетрiї
якої є пряма x = l

2 , а вершиною – точка ( l2 , h).
О3. Знайти вiдхилення вiд положення рiвноваги закрiпленої

на кiнцi x = l однорiдної горизонтальної струни, лiвий кiнець якої
x = 0 перемiщується так, що дотична до струни залишається гори-
зонтальною, якщо в початковий момент часу струна мала форму
1
9 cos

3πx
2l , 0 ≤ x ≤ l, а початкова швидкiсть вiдсутня.

О4. Кiнець x = 0 однорiдного стержня закрiплений жорстко,
а до кiнця x = l прикладена поздовжня сила P = const, пiд дi-
єю якої стержень перебуває у станi рiвноваги. Знайти коливання
стержня пiсля того, як у початковий момент часу сила P перестає
дiяти, вважаючи, що початковi швидкостi дорiвнюють нулю.

О5. Розв’язати задачу:

1) utt(x, y, t) = uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t),
0 < x < π, 0 < y < π, t > 0,

u(0, y, t) = 0, u(π, y, t) = 0, y ∈ [0, π], t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, π, t) = 0, x ∈ [0, π], t ≥ 0,

u(x, y, 0) = 3 sinx sin 2y, ut(x, y, 0) = 5 sin 3x sin 4y, {x, y} ⊂ [0, π];

2) utt(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)),
0 < x < s, 0 < y < p, t > 0,

u(0, y, t) = 0, ux(s, y, t) = 0, y ∈ [0, p], t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, uy(x, p, t) = 0, x ∈ [0, s], t ≥ 0,

u(x, y, 0) = Axy, ut(x, y, 0) = 0, x ∈ [0, s], y ∈ [0, p];
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3) utt(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)),
0 < x < p, 0 < y < p, t > 0,

u(0, y, t) = 0, u(p, y, t) = 0, y ∈ [0, p], t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, p, t) = 0, x ∈ [0, p], t ≥ 0,
u(x, y, 0) = A sin πx

p sin πy
p , ut(x, y, 0) = 0,

x ∈ [0, p], y ∈ [0, p].

С1. Розв’язати задачу про коливання струни довжиною l iз за-
крiпленими кiнцями, якщо в початковому положеннi струна зна-
ходиться в спокої, а початкова швидкiсть задається формулою:

a) ψ(x) = v0 = const, x ∈ [0, l];

б) ψ(x) =
{
v0 при x ∈ [α, β],
0 при x /∈ [α, β],

де 0 ≤ α < β ≤ l;

в) ψ(x) =
{
A cos π(x−x0)2α , якщо x ∈ [x0 − α, x0 + α],

0, якщо x /∈ [x0 − α, x0 + α],
де 0 ≤ x0 − α < x0 + α ≤ l.

С2. Знайти закон вiльних коливань струни, розмiщеної на вiд-
рiзку [0, l], якщо в початковий момент струнi була надана форма
кривої φ(x) = l

100 sin
πx
2l , 0 ≤ x ≤ l, а потiм струна була вiдпуще-

на без початкової швидкостi. Струна закрiплена в лiвому кiнцi,
а правий може вiльно перемiщуватися так, що дотична в ньому
весь час залишається горизонтальною.

С3. В однорiдної прямокутної мембрани Π := {(x, y)|0 ≤ x ≤
s, 0 ≤ y ≤ p} частина межi {(x, y)|x = 0, 0 ≤ y < p} вiльна, а решта
закрiплена жорстко. Нехтуючи реакцiєю навколишнього середо-
вища, знайти поперечнi коливання мембрани, викликанi початко-
вим розподiлом швидкостей ut(x, y, 0)=A(s−x) sin πy

p , (x, y) ∈Π.
С4. Розв’язати задачу:

1) utt(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)),
0 < x < p, 0 < y < q, t > 0,

u(0, y, t) = 0, u(p, y, t) = 0, y ∈ [0, q], t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, q, t) = 0, x ∈ [0, p], t ≥ 0,
u(x, y, 0) = Axy(p− x)(q − y), ut(x, y, 0) = 0,

x ∈ [0, p], y ∈ [0, q].
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2) utt(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)),
0 < x < p, 0 < y < q, t > 0,

u(0, y, t) = 0, u(p, y, t) = 0, y ∈ [0, q], t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, q, t) = 0, x ∈ [0, p], t ≥ 0,
u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = Axy(p− x)(q − y),

x ∈ [0, p], y ∈ [0, q].

Домашнє завдання
Д1. Знайти закон коливання струни довжиною l, розмiщеної

на вiдрiзку [0, l], якщо в початковий момент часу t = 0 струнi
надано форму кривої φ(x) = x(l−x)

8l , x ∈ [0, l], а потiм струна вiд-
пущена без початкової швидкостi. Струна закрiплена на кiнцях.
Зовнiшнi сили вiдсутнi.

Д2. Знайти вiдхилення вiд положення рiвноваги закрiпленої
на кiнцях x = 0 i x = l однорiдної струни, якщо в початковий
момент: 1) струна мала форму 1

8 sin
3πx
l , 0 ≤ x ≤ l, а початковi

швидкостi вiдсутнi; 2) точки струни знаходились у положеннi рiв-
новаги i їй була надана початкова швидкiсть 1

3 sin
5πx
l , 0 ≤ x ≤ l.

Д3. Знайти закон коливання струни довжиною l, якщо у по-
чатковий момент усiм точкам струни надана швидкiсть, яка до-
рiвнює a

10 , де a – стала, яка фiгурує в рiвняннi струни. Початкове
вiдхилення вiдсутнє. Кiнцi струни закрiпленi. Зовнiшнi сили вiд-
сутнi.

Д4. Знайти вiдхилення вiд положення рiвноваги, закрiпленої
на кiнцi x = 0, однорiдної горизонтальної струни, правий кiнець
якої при x = l перемiщується так, що дотична до струни є весь час
горизонтальною. У початковий момент часу струна мала форму
φ(x) = 1

15 sin
11πx
2l cos 4πx

2l , x ∈ [0, l], а початковi швидкостi нульовi.
Д5. Розв’язати задачу:
1) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < π, t > 0,

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = Ax(π − x), ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π;

2) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = x, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;
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3) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = x, ut(x, 0) = sin π
2lx+ sin 3π

2l x, 0 ≤ x ≤ l;

4) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t) = 0, ux(l, t) + hu(l, t) = 0, h > 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ l;

5) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = x(l − x), ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

6) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = l2 − x2, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

7) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < 2, t > 0,
ux(0, t) = 0, u(2, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 4− x2, 0 ≤ x ≤ 2;

8) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) =

{
2h
l x при 0 ≤ x ≤ l

2 ,
2h
l (l − x) при l

2 < x < l,
ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

9) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t)− hu(0, t) = 0, h > 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 1 + hx− 1+hl
l2
x2, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l.

Д6. Закрiпленiй у точцi x = l однорiднiй горизонтальнiй стру-
нi, лiвий кiнець якої може перемiщуватися з горизонтальною до-
тичною, надано початкову швидкiсть ψ(x) = x(l−x)

l2
, x ∈ [0, l]. Зна-

йти закон її вiльних коливань, якщо в початковий момент часу
вона мала форму φ(x) = sin πx

l , x ∈ [0, l].
Д7. Однорiднiй квадратнiй мембранi зi стороною l, яка закрi-

плена по контуру, надали форму u(x, y, 0) = sin πx
l sin πy

l , {x, y} ⊂
[0, l]. Знайти закон вiльних коливань, якщо початкова швидкiсть
точок мембрани дорiвнює a/l, де a – стала з рiвняння коливань.
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Д8. Роз’язати мiшану задачу:
1) utt = a2(uxx + uyy), 0 < x < l, 0 < y < p, t > 0,

ux(0, y, t) = 0, u(l, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ p, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, p, t) = 0, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = A(l − x) sin π
p y, 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ y ≤ p;

2) utt = a2(uxx + uyy), 0 < x < p, 0 < y < p, t > 0,
u(0, y, t) = 0, u(p, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ p, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, p, t) = 0, 0 ≤ x ≤ p, t ≥ 0,
u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) =

a
50 , 0 ≤ x ≤ p, 0 ≤ y ≤ p,

де a – стала з рiвняння коливання мембрани.

Вiдповiдi
О1. 1) u(x, t) = l

2πa sin 2πa
l t sin 2π

l x;

2) u(x, t) = 2hl2

π2c(l−c)

∞∑
n=1

1
n2 sin

nπc
l cos anπ

l t sin nπ
l x;

3) u(x, t) = 2l
aπ sin aπt

2l sin πx
2l + cos 5aπt

2l sin 5πx
2l ;

4) u(x, t) = 8e−t
∞∑

n=0

1
(2n+1)2 ((−1)n − 2

π(2n+1) ) sin
2n+1

2 t cos 2n+1
2 x;

5) u(x, t) = t+ l
2 − 4l

π2

∞∑
n=0

1
(2n+1)2 cos

(2n+1)aπt
l cos (2n+1)πx

l ;

6) u(x, t) = cos aπt
2l cos πx

2l + 2l
3aπ sin 3aπt

2l cos 3πx
2l + 2l

5aπ sin 5aπt
2l cos 5πx

2l ;

7) u(x, t) = 4096
3π4

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+1)4 sin
3π(2n+1)t

8 cos π(2n+1)x
8 ;

8) u(x, t) = 1
18 (e

3t + e−3t) sinx+ 1
2 (e

t + e−t) sin 3x;

9) u(x, t) = 2l
aπ sin aπt

2l sin 5x
2l +

2l
3aπ sin 3aπt

2l sin 3πx
2l +

8l
π2

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+1)2 cos
(2n+1)aπt

2l sin (2n+1)πx
2l ;

10) u(x, t) = 96h
π5

∞∑
n=0

1
(2n+1)5 sin(2n+ 1)πx cos a(2n+ 1)πt.

О2. utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 4h
l2 x(l − x), ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

u(x, t) = 32h
π3

∞∑
k=0

1
(2k+1)3 cos

(2k+1)aπt
l sin (2k+1)πx

l .

О3. utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,
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u(x, 0) = 1
9 cos

3πx
2l , ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

u(x, t) = 1
9 cos

3aπt
2l cos 3πx

2l .
О4. utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = Px

Eσ , ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l,
де E – модуль Юнга, σ – площа поперечного перерiзу стержня;

u(x, t) = 8Pl
Eσπ2

∞∑
n=0

(−1)n 1
(2n+1)2 cos

(2n+1)aπt
2l sin (2n+1)πx

2l .

О5. 1) u(x, y, t) = 3 cos
√
5t sinx sin 2y + sin 5t sin 3x sin 4y;

2) u(x, y, t) =
64Asp

π4

∞∑
k=0

∞∑
n=0

(−1)k+n

(2k + 1)2(2n+ 1)2
×

× cos

√
(2k + 1)2

4s2
+

(2n+ 1)2

4p2
πat sin

2k + 1

2s
πx sin

2n+ 1

2p
πy;

3) u(x, y, t) = A cos

√
2aπt

p
sin

πx

p
sin

πy

p
.

С1. а) u(x, t) =
4lv0
π2a

∞∑
k=0

1

(2k + 1)2
sin

(2k + 1)aπt

l
sin

(2k + 1)πx

l
;

б) u(x, t) =
2lv0
π2a

∞∑
k=1

cos kπα
l − cos kπβ

l

k2
sin

aπkt

l
sin

kπx

l
;

в) u(x, t) =
8Al

π2a

∞∑
k=1

cos πkα
l sin πkx0

l

k(1− ( 2αkl )2)
sin

aπkt

l
sin

πkx

l
.

С2. utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = l
100 sin

πx
2l , ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

u(x, t) = l
100 cos

aπt
2l sin πx

2l .
С3. Розв’язком задачi

utt(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)),
0 < x < s, 0 < y < p, t > 0,

ux(0, y, t) = u(s, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ p, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = u(x, p, t) = 0, 0 ≤ x ≤ s, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = A(s− x) sin πy
p , 0 ≤ x ≤ s, 0 ≤ y ≤ p,
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є функцiя u(x, y, t) = 8As
aπ3 sin πy

p

∞∑
k=0

1
(2k+1)2ωk

sin(aπωkt) cos
(2k+1)πx

2s ,

де ωk :=
√
( 2k+1

2s )2 + 1
p2 .

С4. 1) u(x, y, t) = 16Ap2q2

π6

∞∑
m,n=0

cos

(
aπ
√

(2m+1)2

p2 + (2n+1)2

q2 t

)
×

× sin
(2m+1)πx

p sin
(2n+1)πy

q

(2m+1)3(2n+1)3 ;

2) u(x, y, t) = 16Ap2q2

aπ7

∞∑
m,n=0

sin

(
aπ

√
(2m+1)2

p2
+

(2n+1)2

q2
t

)
√

(2m+1)2

p2
+

(2n+1)2

q2

×

× sin
(2m+1)πx

p sin
(2n+1)πy

q

(2m+1)3(2n+1)3 .

Д1. u(x, t) = l
π3

∞∑
n=0

1
(2n+1)3 cos

(2n+1)aπt
l sin (2n+1)πx

l .

Д2. 1) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 1
8 sin

3πx
l , ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

u(x, t) = 1
8 cos

3aπt
l sin 3πx

l ;

2) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) =
1
3 sin

5πx
l , 0 ≤ x ≤ l;

u(x, t) = l
15aπ sin 5aπt

l sin 5πx
l .

Д3. u(x, t) = 2l
5π2

∞∑
n=0

1
(2n+1)2 sin

(2n+1)aπt
l sin (2n+1)πx

l .

Д4. u(x, t) = 1
30 (cos

7aπt
2l sin 7πx

2l + cos 15aπt
2l sin 15πx

2l ).

Д5. 1) u(x, t) = Aπ2

6 −A
∞∑
k=1

1
k2 cos 2akt cos 2kx;

2) u(x, t) = 2l
π

∞∑
k=1

1
k (−1)k+1 cos akπt

l sin kπx
l ;

3) u(x, t) = 2l
aπ sin aπt

2l sin πx
2l + 2l

3aπ sin 3aπt
2l sin 3πx

2l + 8l
π2

∞∑
k=0

(−1)k

(2k+1)2×

× cos (2k+1)aπt
2l sin (2k+1)πx

2l ;

4) u(x, t) = 2h
a

∞∑
k=1

√
h2+λ2

k

λk(l(h2+λ2
k)+h)

sin aλkt cosλkx, де λk – додатнi коренi

рiвняння λtgλl = h;
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5) u(x, t) = l2

6 − l2

π2

∞∑
k=1

1
k2 cos

2akπt
l cos 2kπx

l ;

6) u(x, t) = 32l2

π3

∞∑
k=1

(−1)k+1

(2k−1)3 cos a(2k−1)t
2l cos (2k−1)πx

2l ;

7) u(x, t) =
∞∑
k=1

(−1)k512
((2k−1)π)4a sin a(2k−1)πt

4 cos (2k−1)πx
4 ;

8) u(x, t) = 8h
π2

∞∑
k=1

sin kπ
2

k2 cos akπt
l sin kπx

l ;

9) u(x, t) = 4(1+hl)
l2

∞∑
k=1

µ2
k+h2l2

(µ2
k+h2l2+hl)µk

(1 − cosµk) cos
aµkt

l sin µk

l (l − x), де

µk, k ∈ N, – додатнi коренi рiвняння tgµ = − µ
hl .

Д6. u(x, t) = 4
π

∞∑
k=1

(
− 2

(2k−3)(2k+1) cos
a(2k−1)πt

2l + 4l
a(2k−1)3π2 (−1+

+ 4(−1)k+1

(2k−1)π sin a(2k−1)πt
2l )

)
cos (2k−1)πx

2l .

Д7. utt(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)),
0 < x < l, 0 < y < l, t > 0,

u(0, y, t) = 0, u(l, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ l, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, l, t) = 0, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = sin πx
l sin πy

l , ut(x, y, 0) =
a
l , 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ y ≤ l;

u(x, y, t) =
(
cos a

√
2πt
l + 16√

2π3
sin a

√
2πt
l

)
sin πx

l sin πy
l + 16

π3

∞∑
k=1

∞∑
n=1

1
(2k+1)×

× 1

(2n+1)
√

(2k+1)2+(2n+1)2
sin

a
√

(2k+1)2+(2n+1)2πt

l sin (2n+1)πx
l sin (2k+1)πy

l .

Д8. 1) u(x, y, t) = 8Al
aπ2

∞∑
k=1

1
(2k−1)2ωk

sin aωkt cos
(2k−1)πx

2l sin πy
p , де

ωk = π
√

(2k−1)2

4l2 + 1
p2 ;

2) u(x, y, t) = 0,32p
π3

∞∑
k=0

∞∑
n=0

sin
aπ

√
(2k+1)2+(2n+1)2

p t

(2k+1)(2n+1)
√

(2k+1)2+(2n+1)2
sin (2k+1)πx

p ×

× sin (2n+1)πy
p .
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Тема 5. Pозв’язування неоднорiдних мiшаних
задач для гiперболiчних рiвнянь
методом Фур’є

Розглянемо задачу про знаходження розв’язку неоднорiдного
рiвняння

ρ(x)utt(x, t) = (p(x)ux(x, t))x − q(x)u(x, t) + f(x, t),

0 < x < l, t > 0, (1)

де ρ, p, p′ i q – неперервнi функцiї на вiдрiзку [0, l]; ρ(x) > 0,
p(x) > 0, q(x) ≥ 0, x ∈ [0, l], який задовольняє крайовi умови

αu(0, t) + βux(0, t) = µ1(t),
γu(l, t) + δux(l, t) = µ2(t), t ≥ 0,

(2)

де α2 + β2 ̸= 0, γ2 + δ2 ̸= 0, i початковi умови

u(x, 0) = φ(x), ut(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l. (3)

Вважатимемо, що заданi функцiї f , µ1, µ2, φ i ψ мають потрiбну
гладкiсть.

10. Задача з однорiдними крайовими умовами. Нехай
необхiдно знайти розв’язок неоднорiдного рiвняння (1) при
0 < x < l, t > 0, який задовольняє однорiднi крайовi умови

αu(0, t) + βux(0, t) = 0,
γu(l, t) + δux(l, t) = 0, t ≥ 0,

(2′)

i початковi умови (3).
Цю задачу не можна розв’язати методом вiдокремлення змiн-

них, тобто шукати розв’язок у виглядi u(x, t) = X(x)T (t), ос-
кiльки при f ̸≡ 0 змiннi не вiдокремлюються. Тому шукатимемо
розв’язок задачi (1), (2′), (3) у виглядi

u = w + v, (4)
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де функцiя w є розв’язком задачi

ρ(x)wtt(x, t)=(p(x)wx(x, t))x−q(x)w(x, t), 0<x<l, t>0,
αw(0, t) + βwx(0, t) = 0,

γw(l, t) + δwx(l, t) = 0, t ≥ 0,
w(x, 0) = φ(x), wt(x, 0) = ψ(x), 0 ≤ x ≤ l.

(5)

Тодi, очевидно, функцiя v повинна бути розв’язком задачi

ρ(x)vtt(x, t) = (p(x)vx(x, t))x − q(x)v(x, t) + f(x, t),

0 < x < l, t > 0, (6)

αv(0, t) + βvx(0, t) = 0,
γv(l, t) + δvx(l, t) = 0, t ≥ 0,

(7)

v(x, 0) = 0, vt(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l. (8)

Задача (5) вивчалась у темi 4, i там було доведено, що її мож-
на розв’язати методом вiдокремлення змiнних. При цьому було
одержано, що розв’язок має вигляд

w(x, t) =

∞∑
n=1

(An cos
√
λnt+Bn sin

√
λnt)Xn(x),

0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0, (9)

де λn, n ∈ N, – власнi числа, Xn, n ∈ N, – власнi функцiї задачi
Штурма–Лiувiлля

(p(x)X ′(x))′ + (λρ(x)− q(x))X(x) = 0, 0 ≤ x ≤ l,
αX(0) + βX ′(0) = 0,
γX(l) + δX ′(l) = 0,

а cos
√
λnt i sin

√
λnt утворюють фундаментальну систему розв’яз-

кiв рiвняння
T ′′
n (t) + λnTn(t) = 0, t ≥ 0.

Коефiцiєнти ряду (9) визначаються за формулами
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An = ||Xn||−2
l∫
0

ρ(x)φ(x)Xn(x)dx,

Bn = (||Xn||2
√
λn)

−1
l∫
0

ρ(x)ψ(x)Xn(x)dx, n ∈ N.

Розв’язок задачi (6) – (8) шукатимемо у виглядi ряду Фур’є за
власними функцiями вiдповiдної однорiдної задачi (5)

v(x, t) =
∞∑
n=1

gn(t)Xn(x), 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0. (10)

Якщо ряд (10) збiгається рiвномiрно стосовно x на [0, l], то крайовi
умови (7) задовольняються незалежно вiд вибору gn, бо функцiї
Xn задовольняють цi умови. Тому досить пiдiбрати gn так, щоб
задовольнялись рiвняння (6) i початковi умови (8). Припустивши,
що ряд (10) допускає почленне двократне диференцiювання за t i
x, пiдставимо його в рiвняння (6)

ρ(x)
∞∑
n=1

g′′n(t)Xn(x) = (p(x)
∞∑
n=1

gn(t)X
′
n(x))x−

−q(x)
∞∑
n=1

gn(t)Xn(x) + f(x, t), 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0. (11)

Оскiльки Xn є розв’язком рiвняння
(p(x)X ′

n(x))
′ + (λnρ(x)− q(x))Xn(x) = 0, 0 ≤ x ≤ l,

то (11) можна переписати у виглядi

∞∑
n=1

(g′′n(t) + λngn(t))Xn(x) =
f(x, t)

ρ(x)
. (12)

Розкладемо функцiю f(x, t) := f(x,t)
ρ(x) у ряд Фур’є за власними

функцiями Xn

f(x, t) =

∞∑
n=1

fn(t)Xn(x), 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0, (13)
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де

fn(t) = ||Xn(x)||−2
l∫
0

ρ(y)f(y, t)Xn(y)dy.

Пiдставивши (13) в (12), дiстанемо
∞∑
n=1

(g′′n(t) + λngn(t)− fn(t))Xn(x) = 0, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0.

Ця рiвнiсть задовольнятиметься, якщо вимагати, щоб

g′′n(t) + λngn(t)− fn(t) = 0, n ∈ N, t ≥ 0. (14)

Функцiя v задовольняє початковi умови (8), коли

gn(0) = 0, g′n(0) = 0, n ∈ N. (15)

Задача (14), (15) є задачею Кошi для звичайного диференцi-
ального рiвняння. Розв’язуючи її, знайдемо

gn(t) =
1√
λn

t∫
0

fn(τ) sin
√
λn(t− τ)dτ, t ≥ 0.

Пiдставивши в (10) вирази для gn, n ∈ N, знайдемо розв’язок
задачi (6) – (8), а згiдно з (4) сума (9) i (10) дає розв’язок задачi
(1) – (3).

Зауваження 1. Розв’язок задачi (1), (2′), (3) можна зразу шу-
кати у виглядi ряду (10), деXn, n ∈ N, – власнi функцiї однорiдної
задачi (5). Тодi для gn матимемо задачу

g′′n(t)− λngn(t) = fn(t), n ∈ N, t > 0,
gn(0) = φn, g′n(0) = ψn, n ∈ N,

де φn i ψn – вiдповiднi коефiцiєнти розкладу в ряд Фур’є функцiй
φ i ψ за системою власних функцiй {Xn(x), n ∈ N} на [0, l].

Приклад 1. Розв’язати крайову задачу

utt(x, t) = uxx(x, t) + x(x− l)t2, 0 < x < l, t > 0, (16)

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0, (17)

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l. (18)

▹ Задача Штурма–Лiувiлля для однорiдної задачi, яка вiдповiдає
задачi (16), (17), має вигляд
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X ′′(x) + λ2X(x) = 0, 0 ≤ x ≤ l, X(0) = 0, X(l) = 0.
Власними числами цiєї задачi є λn = nπ

l , n ∈ N, а вiдповiдними вла-
сними функцiями – Xn(x) = sin nπx

l , x ∈ [0, l], n ∈ N. Розкладемо
функцiю x(x − l)t2, x ∈ [0, l], t > 0, у ряд Фур’є за системою функцiй
{sin nπx

l , n ∈ N} на промiжку [0, l]:

x(x− l)t2 =
∞∑

n=1

fn(t) sin
nπx

l
, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0, (19)

де

fn(t) =
2
l

l∫
0

x(x− l)t2 sin nπx
l dx =

{
8t2l2

π3(2k+1)3 , n = 2k + 1,

0, n = 2k, k ∈ Z+.

Розв’язок задачi (16) – (18) шукатимемо у виглядi ряду

u(x, t) =

∞∑
n=1

gn(t) sin
nπx

l
, 0 < x < l, t > 0. (20)

Пiдставивши (19) i (20) у рiвняння (16), дiстанемо
∞∑

n=1

(
g′′n(t) +

(
nπ
l

)2
gn(t)

)
sin nπx

l =
∞∑

n=1
fn(t) sin

nπx
l

або
g′′n(t) +

(nπ
l

)2
gn(t) = fn(t), n ∈ N. (21)

Якщо задовольнити початковi умови (18), то одержимо, що

gn(0) = 0, g′n(0) = 0, n ∈ N. (22)

Розв’язком задачi (21), (22) є функцiя

gn(t) =
l

nπ

t∫
0

fn(τ) sin
nπ
l (t− τ)dτ,

пiдставивши в яку значення fn, матимемо gn(t) = 0, n = 2k i

gn(t) =
8l3

π4(2k+1)4

t∫
0

τ2 sin (2k+1)π
l (t− τ)dτ = 8l3

π4(2k+1)4×

×
(
− 2l3

(2k+1)3π3 + lt2

(2k+1)π + 2l3

(2k+1)3π3 cos
(2k+1)π

l t
)
,

якщо n = 2k + 1, k ∈ Z+.
Пiсля пiдстановки знайдених виразiв для gn у (20) дiстанемо роз-

в’язок задачi (16) – (18):

u(x, t) =
8l4t2

π5

∞∑
k=0

sin 2k+1
l πx

(2k + 1)5
− 16l6

π7

∞∑
k=0

sin 2k+1
l πx

(2k + 1)7
+
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+
16l6

π7

∞∑
k=0

cos 2k+1
l πt

(2k + 1)7
sin

(2k + 1)π

l
x, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0. ◃

20. Задача з неоднорiдними крайовими умовами. Роз-
глянемо тепер задачу (1) – (3). Покажемо, що її можна звести до
задачi (1), (2′), (3). Для цього пiдберемо гладку функцiю w так,
щоб вона задовольняла крайовi умови (2), i шукатимемо розв’я-
зок задачi (1) – (3) у виглядi u = w + v. Пiсля пiдстановки цiєї
суми в рiвняння (1), дiстанемо рiвняння для функцiї v

ρ(x)vtt(x, t) = (p(x)vx(x, t))x−q(x)v(x, t)+f1(x, t), 0 < x < l, t > 0,

де f1 := f−ρwtt+(pwx)x−qw. Оскiльки w задовольняє неоднорiднi
крайовi умови (2), то v задовольнятиме однорiднi крайовi умови
(2′). Функцiя v, крiм того, повинна задовольняти початковi умови

v(x, 0) = u(x, 0)− w(x, 0) = φ(x)− w(x, 0) =: φ1(x),

vt(x, 0) = ut(x, 0)− wt(x, 0) = ψ(x)− wt(x, 0) =: ψ1(x).

Отже, для функцiї v дiстали задачу

ρ(x)vtt(x, t) = (p(x)vx(x, t))x − q(x)v(x, t) + f1(x, t),
0 < x < l, t > 0,

αv(0, t) + βvx(0, t) = 0,
γv(l, t) + δvx(l, t) = 0, t ≥ 0,

v(x, 0) = φ1(x), vt(x, 0) = ψ1(x), 0 ≤ x ≤ l.

(23)

Ця задача є задачею типу (1), (2′), (3) i вона розв’язується мето-
дом, описаним у першому пунктi.

Зауваження 2. На практицi намагаються пiдiбрати функцiю
w так, щоб вона задовольняла не лише крайовi умови (2), але
й рiвняння (1). Якщо це вдається, то тодi f1 = 0 i задача (23)
є однорiдною задачею, яка розв’язується методом вiдокремлення
змiнних (див. тему 4).

Зауваження 3. Функцiю w, яка задовольняє лише крайовi
умови, можна шукати, наприклад, у виглядi w(x, t) = A(t)x2 +
B(t)x+ C(t) або в деякому iншому виглядi.
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Наведемо вигляд функцiї w для випадку крайових умов, якi
найчастiше зустрiчаються у прикладних задачах.

Крайовi умови Функцiя w
u(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t) µ1 +

x
l (µ2 − µ1)

u(0, t) = µ1(t), ux(l, t) = µ2(t) µ1 + xµ2
u(0, t) = µ1(t), ux(l, t) + hu(l, t) = µ2(t) µ1 + xµ2−hµ11+lh

ux(0, t)− hu(0, t) = µ1(t),
ux(l, t) + hu(l, t) = µ2(t)

x2 µ2−(1+lh)µ1
(2+lh)l + xµ1

ux(0, t) = µ1(t), ux(l, t) = µ2(t) xµ1 + x2 µ2−µ12l

ux(0, t) = µ1(t), u(l, t) = µ2(t) µ2 + (x− l)µ1
αux(0, t) + βu(0, t) = µ1(t),
γux(l, t) + δu(l, t) = µ2(t)

x2 αµ2−(γ+δl)µ1
αl(2γ+δl) + xµ1α

Приклад 2. Знайти розв’язок неоднорiдної мiшаної задачi

utt(x, t) + 2ut(x, t) = uxx(x, t) + 4x+ 8et cosx, 0 < x < π
2 , t > 0,

ux(0, t) = 2t, u(π2 , t) = πt, t ≥ 0,
u(x, 0) = cosx, ut(x, 0) = 2x, 0 ≤ x ≤ π

2 .
(24)

▹ Розв’язок задачi шукатимемо у виглядi

u(x, t) = w(x, t) + v(x, t), 0 < x <
π

2
, t > 0,

де функцiя w вибрана так, що вона задовольняє ненульовi крайовi умо-
ви, тобто

w(x, t) = πt+ (x− π

2
)2t = 2xt.

Тодi для функцiї v дiстанемо задачу

vtt(x, t) + 2vt(x, t) = vxx(x, t) + 8et cosx, 0 < x < π
2 , t > 0,

vx(0, t) = 0, v(π2 , t) = 0, t ≥ 0,
v(x, 0) = cosx, vt(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π

2 .
(25)

Розв’язок задачi (25) шукатимемо як суму двох функцiй

v(x, t) = v1(x, t) + v2(x, t), 0 < x <
π

2
, t > 0,
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де v2 i v1 є розв’язками вiдповiдно таких задач:

v2tt(x, t) + 2v2t (x, t) = v2xx(x, t), 0 < x < π
2 , t > 0,

v2x(0, t) = 0, v2(π2 , t) = 0, t ≥ 0,
v2(x, 0) = cosx, v2t (x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π

2 ;
(26)

v1tt(x, t) + 2v1t (x, t) = v1xx(x, t) + 8et cosx, 0 < x < π
2 , t > 0,

v1x(0, t) = 0, v1(π2 , t) = 0, t ≥ 0,
v1(x, 0) = 0, v1t (x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π

2 .
(27)

Задачу (26) розв’язуватимемо методом вiдокремлення змiнних. Пiд-
ставляючи в рiвняння i крайовi умови v2(x, t) = X(x)T (t), пiсля вiд-
окремлення змiнних, дiстанемо рiвняння для T

T ′′(t) + 2T ′(t) + λ2T (t) = 0, t ≥ 0, (28)

i задачу Штурма–Лiувiлля для X

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, 0 ≤ x ≤ π

2
, X ′(0) = 0, X(π/2) = 0. (29)

Задача (29) має власнi числа λ2k = (2k + 1)2 i власнi функцiї Xk(x) =
cos(2k + 1)x , k ∈ Z+. Розв’язавши рiвняння (28) при λ = λk, знайдемо
T0(t) = A0e

−t+B0te
−t, Tk(t) = Ake

−t cos 2
√
k2 + kt+Bke

−t sin 2
√
k2 + kt,

k ∈ N, t > 0.
Утворимо ряд

v2(x, t) = (A0 +B0t)e
−t cosx+

∞∑
k=1

(
Ak cos 2

√
k2 + kt+

+Bk sin 2
√
k2 + kt

)
e−t cos(2k + 1)x, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0.

Цей ряд задовольнятиме початковi умови, якщо

A0 cosx+
∞∑
k=1

Ak cos(2k + 1)x = cosx,

(−A0 +B0) cosx+
∞∑
k=1

Bk2
√
k2 + k cos(2k + 1)x = 0.
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Звiдси дiстанемо, що A0 = 1, B0 = 1, Ak = 0, Bk = 0, k ∈ N. Отже,
розв’язком задачi (26) є функцiя

v2(x, t) = (1 + t)e−t cosx.

Розв’язок задачi (27) шукатимемо у виглядi ряду за власними фун-
кцiями вiдповiдної однорiдної задачi (26):

v1(x, t) =

∞∑
k=0

gk(t) cos(2k + 1)x, 0 ≤ x ≤ π

2
, t ≥ 0. (30)

Пiдставивши (30) у рiвняння, дiстанемо

∞∑
k=0

(g′′k (t) + 2g′k(t) + (2k + 1)2gk(t)) cos(2k + 1)x = 8et cosx.

Ця рiвнiсть буде виконуватися, якщо

g′′0 (t) + 2g′0(t) + g0(t) = 8et,
g′′k (t) + 2g′k(t) + (2k + 1)2gk(t) = 0, k ∈ N. (31)

Крiм того, з початкових умов для v1 маємо

gk(0) = 0, g′k(0) = 0, k ∈ Z+. (32)

Розв’язавши задачi (31), (32), знайдемо

g0 = −2e−t − 4te−t + 2et, gk = 0, k ∈ N.

Якщо пiдставити знайденi значення gk, k ∈ N, у (30), то одержимо
розв’язок задачi (27)

v1(x, t) = (−2e−t − 4te−t + 2et) cosx, 0 ≤ x ≤ π/2, t ≥ 0.

Тодi розв’язок задачi (25) матиме вигляд

v(x, t) = v1(x, t) + v2(x, t) = (−e−t − 3te−t + 2et) cosx,
0 ≤ x ≤ π/2, t ≥ 0,

а розв’язком задачi (24) є функцiя

u(x, t) = (2et − e−t − 3te−t) cosx+ 2xt, 0 ≤ x ≤ π/2, t ≥ 0. ◃
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Зауваження 4. Розв’язок задачi (25) можна шукати у вигля-
дi

v(x, t) = f(t) cosx, 0 ≤ x ≤ π
2 , t ≥ 0.

Оскiльки функцiя g(x) = cosx, 0 ≤ x ≤ π
2 , задовольняє крайовi

умови vx(0, t) = 0, v(π2 , t) = 0, t ≥ 0, то пiдставляючи функцiю v у
рiвняння i початковi умови з (25), одержуємо таку задачу для f :

f ′′(t) + 2f ′(t) + f(t) = 8e−t, t ≥ 0, f(0) = 1, f ′(0) = 0.
Розв’язавши цю задачу, дiстанемо, що

f(t) = −e−t − 3te−t+ 2et, t ≥ 0.
Тому v(x, t) = (−e−t − 3te−t + 2et) cosx, 0 ≤ x ≤ π

2 , t ≥ 0.
Зауваження 5. Якщо неоднорiдностi в рiвняннi i крайових

умовах задачi (1) – (3) не залежать вiд часу t, то функцiю w
можна також вважати незалежною вiд t i шукати її як розв’язок
задачi:

(p(x)wx(x))x − q(x)w(x) + f(x) = 0, 0 ≤ x ≤ l,

αw(0) + βwx(0) = µ1, γw(l) + δwx(l) = µ2, t ≥ 0.

Приклад 3. Знайти розв’язок неоднорiдної мiшаної задачi

utt(x, t)− uxx(x, t)− 10u(x, t) = 2 sin 2x cosx− 10− 20x,
0 < x < π

2 , t > 0,
u(0, t) = 1, ux(

π
2 , t) = 2, t ≥ 0,

u(x, 0) = 2x+ 1, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π
2 .

(33)

▹ Оскiльки неоднорiдностi в рiвняннi i крайових умовах стацiонарнi,
то розв’язок задачi (33) шукатимемо у виглядi u(x, t) = w(x) + v(x, t),
де w i v є розв’язками вiдповiдно таких задач:

w′′(x) + 10w(x) = 10 + 20x− 2 sin 2x cosx, 0 ≤ x ≤ π
2 ,

w(0) = 1, w′(π2 ) = 2;
(34)

vtt(x, t)− vxx(x, t)− 10v(x, t) = 0, 0 < x < π
2 , t > 0,

v(0, t) = 0, vx(
π
2 , t) = 0, t ≥ 0,

v(x, 0) = 2x+ 1− w(x), vt(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π
2 .

(35)

Задача (34) є крайовою задачею для лiнiйного неоднорiдного дифе-
ренцiального рiвняння другого порядку зi сталими коефiцiєнтами. За-
гальним розв’язком цього рiвняння є w(x) = C1 cos

√
10x+C2 sin

√
10x+
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2x+ 1− sin 3x− 1
9 sinx, 0 < x < π

2 . Якщо задовольнити крайовi умови,
то дiстанемо, що розв’язок задачi (34) має вигляд

w(x) = 2x+ 1− 1

9
sinx− sin 3x, 0 ≤ x ≤ π

2
.

Задачу (35) розв’язуватимемо методом вiдокремлення змiнних:
v(x, t) = X(x)T (t),

T ′′(t)− 10T (t)

T (t)
=
X ′′(x)

X(x)
= −λ2,

T ′′(t) + (λ2 − 10)T (t) = 0, (36)

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, X(0) = 0, X ′(π/2) = 0. (37)

Задача Штурма–Лiувiлля (37) має власнi числа λk = 2k+1 i вiдповiднi
власнi функцiї Xk(x) = sin(2k + 1)x, k ∈ Z+.

Пiдставляючи значення λ = λk у рiвняння (36), одержимо рiвняння

T ′′
0 (t)− 9T0(t) = 0, T ′′

1 (t)− T1(t) = 0,

T ′′
k (t) + ((2k + 1)2 − 10)Tk(t) = 0, k ∈ N \ {1}.

З них одержуємо, що

T0(t) = A0e
3t +B0e

−3t, T1(t) = A1e
t +B1e

−t,

Tk(t) = Ak cos
√
(2k + 1)2 − 10t+Bk sin

√
(2k + 1)2 − 10t, k ∈ N \ {1}.

Складемо ряд

v(x, t) = (A0e
3t +B0e

−3t) sinx+ (A1e
t +B1e

−t) sin 3x+

+

∞∑
k=2

(Ak cos
√
(2k + 1)2 − 10t+Bk sin

√
(2k + 1)2 − 10t) sin(2k + 1)x,

0 ≤ x ≤ π

2
, t ≥ 0.

Якщо задовольняти початковi умови, то дiстанемо систему рiвнянь

(A0 +B0) sinx+ (A1 +B1) sin 3x+
∞∑
k=2

Ak sin(2k + 1)x =

= 1
9 sinx+ sin 3x,

(3A0−3B0) sinx+(A1−B1) sin 3x+
∞∑
k=2

Bk

√
(2k+1)2−10 sin(2k+1)x= 0,

0 ≤ x ≤ π
2 .
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Звiдси випливає, що A0 + B0 = 1
9 , A1 + B1 = 1, Ak = 0, k ∈ N \ {1},

3A0 − 3B0 = 0, A1 −B1 = 0, Bk

√
(2k + 1)2 − 10 = 0, k ∈ N \ {1}, тобто

A0 = B0 =
1

18
, A1 = B1 =

1

2
, Ak = Bk = 0, k ∈ N \ {1}.

Отже, розв’язком задачi (35) є функцiя

v(x, t) =
1

18
(e3t + e−3t) sinx+

1

2
(et + e−t) sin 3x, 0 ≤ x ≤ π

2
, t ≥ 0,

а розв’язком неоднорiдної задачi (33) – функцiя

u(x, t) = 1 + 2x+
1

18
(e3t + e−3t − 2) sinx+

1

2
(et + e−t − 2) sin 3x,

0 ≤ x ≤ π

2
, t ≥ 0. ◃

Зауваження 6. Якщо неоднорiднiсть у рiвняннi має вигляд
φ(x) sinωt або φ(x) cosωt чи в крайових умовах є неоднорiднiсть
вигляду A sinωt або B cosωt, то функцiю w зручно шукати у ви-
глядi Φ(x) sinωt або Ψ(x) cosωt. Покажемо це на прикладi.

Приклад 4. Розв’язати мiшану задачу

utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = A cosωt, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l,

(38)

якщо A – стала, а ω – задане додатне число, яке не збiгається iз жодним
з чисел (2n+1)aπ

2l , n ∈ Z+.
▹ Шукатимемо розв’язок задачi (38) у виглядi u = w + v, де w i v є

розв’язками таких задач:

wtt(x, t) = a2wxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
w(0, t) = 0, wx(l, t) = A cosωt, t ≥ 0,

(39)

vtt(x, t) = a2vxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
v(0, t) = 0, vx(l, t) = 0, t ≥ 0,

v(x, 0) = −w(x, 0), vt(x, 0) = −wt(x, 0), 0 ≤ x ≤ l.
(40)

Розв’язок задачi (39) шукатимемо у виглядi

w(x, t) = Φ(x) cosωt, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0. (41)

94



Пiсля пiдстановки (41) у (39) матимемо крайову задачу

Φ′′(x) +
ω2

a2
Φ(x) = 0, 0 ≤ x ≤ l, (42)

Φ(0) = 0, Φ′(l) = A. (43)

Загальним розв’язком рiвняння (42) є
Φ(x) = C1 cos

ω
ax+ C2 sin

ω
ax.

З крайових умов (43) дiстанемо
C1 = 0, ω

aC2 cos
ωl
a = A, C2 = Aa

ω cos ωl
a

.

Отже,

Φ(x) = A
a sin ω

ax

ω cos ωl
a

, 0 ≤ x ≤ l. (44)

Пiдставивши (44) у (41), одержимо розв’язок задачi (39)

w(x, t) = A
a sin ω

ax

ω cos ω
a l

cosωt, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0.

Розв’язок задачi (40) шукається методом вiдокремлення змiнних i
вiн має вигляд (див. задачу 1, тема 4)

v(x, t) =
∞∑

n=0

An cos
(2n+ 1)aπt

2l
sin

(2n+ 1)πx

2l
, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

де

An =
2

l

l∫
0

(−w(x, 0)) sin (2n+ 1)πx

2l
dx =

2

l

l∫
0

(
−A

a sin ω
ax

ω cos ω
a l

)
×

× sin
(2n+ 1)πx

2l
dx = − 2Aa

lω cos ω
a l

l∫
0

sin
ωx

a
sin

(2n+ 1)πx

2l
dx. (45)

Отже, розв’язок задачi (38) визначається формулою

u(x, t) =
Aa

ω

sin ω
ax

cos ωl
a

cosωt+
∞∑

n=0

An cos
(2n+ 1)aπt

2l
sin

(2n+ 1)πx

2l
,

0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,
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де An, n ∈ Z+, знаходяться за формулою (45). ◃

Вправи
О1. Стержень пiдвiшено вертикально i закрiплено так, що змi-

щення в усiх точках дорiвнює нулю. У момент часу t = 0 стержень
звiльняється, залишаючись закрiпленим у верхнiй точцi. Вивчити
вимушенi коливання стержня.

О2. Вивчити вимушенi поперечнi коливання струни, кiнець
x = 0 якої закрiплений, на кiнцi x = l дiє сила, яка викликає змi-
щення A sinωt, t > 0, де ω – задане додатне число, що не дорiв-
нює числам вигляду aπn

l , n ∈ N, а початковi змiщення i початковi
швидкостi її точок дорiвнюють нулю.

О3. Розв’язати неоднорiдну мiшану задачу:
1) utt(x, t) = a2uxx(x, t) +Ae−t sin πx

l , 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

2) utt(x, t) = 16uxx(x, t) + sin 7πx
10 , 0 < x < 5, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(5, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 5;

3) utt(x, t) = uxx(x, t) + bx(l − x), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

4) utt(x, t) = uxx(x, t) + sinωt, 0 < x < 1, t > 0,
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1;

5) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = A, u(l, t) = B, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

6) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = At, A = const, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;
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7) utt(x, t) = a2uxx(x, t) + sin 2t, 0 < x < l, t > 0,

ux(0, t) = 0, ux(l, t) =
2
a sin

2l
a sin 2t, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = −2 cos 2x
a , 0 ≤ x ≤ l;

8) utt(x, t)− 7ut(x, t) = uxx(x, t) + 2ux(x, t)−
−2t− 7x− e−x sin 3x, 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = 0, u(π, t) = πt, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ π;

9) utt(x, t) = uxx(x, t) + 10u(x, t) + 2 sin 2x cosx,
0 < x < π/2, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(π/2, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π/2;

10) utt(x, t) = uxx(x, t) + 4u(x, t) + 2 sin2 x,
0 < x < π, t > 0,

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π;

11) utt(x, t) = uxx(x, t) + 1, 0 < x < 4, t > 0,
ux(0, t) = 0, ux(4, t) = 4, t ≥ 0,

u(x, 0) = x2

2 , ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 4;

12) utt(x, t) = uxx(x, t), 0 < x < π, t > 0,
u(0, t) = t, ux(π, t) = 1, t ≥ 0,

u(x, 0) = sin x
2 , ut(x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ π.

О4. Розв’язати мiшану задачу
utt(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)) +

1
ρe

−tx sin 2πy
p ,

0 < x < s, 0 < y < p, t > 0,
u(0, y, t) = 0, u(s, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ p, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, p, t) = 0, 0 ≤ x ≤ s, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ s, 0 ≤ y ≤ p.

C1. Розв’язати рiвняння utt(x, t) = a2uxx(x, t) +
a2

l2
sin aπt

l для
0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0 при нульових крайових i початкових умовах
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0, u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l.

C2. До струни довжиною l iз жорстко закрiпленими кiнцями
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з моменту часу t = 0 прикладено неперервно розподiлену силу з
густиною g(x, t) = Ax sinωt, A = const, 0 < x < l, t > 0. Знайти
коливання струни в середовищi без опору, дослiдити можливiсть
резонансу i знайти розв’язок у випадку резонансу.

C3. Розв’язати мiшану задачу:
1) utt(x, t) = uxx(x, t), 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = t2, u(π, t) = t3, t ≥ 0,
u(x, 0) = sinx, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π;

2) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t) = 0, ux(l, t) = Ae−t, t ≥ 0,

u(x, 0) =
Aachx

a

sh l
a

, ut(x, 0) = −Aachx
a

sh l
a

, 0 ≤ x ≤ l;

3) utt(x, t) = a2uxx(x, t) + x2 − 2lx− 2l
h ,

0 < x < l, t > 0, h > 0,
ux(0, t)− hu(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l.

4) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(l, t) =
A
ES sinωt, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l,

якщо ω ̸= (2n+1)πa
2l , n ∈ Z+;

5) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(l, t) =
A
ES t, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l.
C4. Розв’язати мiшану задачу:
1) utt(x, y, t) = uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t) + cos 2x sinπy,

0 < x < π, 0 < y < 1, t > 0,
ux(0, y, t) = 0, ux(π, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ 1, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 1, u(x, 1, t) = 2, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = y2 + 1, ut(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ 1;
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2) utt(x, y, t) = uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t) + (l − x) sin πy
p sin t,

0 < x < l, 0 < y < p, t > 0,
ux(0, y, t) = 0, u(l, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ p, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, p, t) = 0, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l, 0 ≤ y ≤ p.

Домашнє завдання
Д1. Розв’язати мiшану задачу:
1) utt(x, t) = uxx(x, t) + 2b, b = const, 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

2) utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = A, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

3) utt(x, t) = uxx(x, t) + 1, 0 < x < 1, t > 0,
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ 1;

4) utt(x, t) = a2uxx(x, t) +Axe−t, 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

5) utt(x, t)− uxx(x, t)− 2ut(x, t) = 4t(sinx− x),
0 < x < π/2, t > 0,

u(0, t) = 3, ux(π/2, t) = t2 + t, t ≥ 0,
u(x, 0) = 3, ut(x, 0) = x+ sinx, 0 ≤ x ≤ π/2;

6) utt(x, t)− 3ut(x, t) = uxx(x, t) + u(x, t)− x(4 + t) + cos 3x
2 ,

0 < x < π, t > 0,
ux(0, t) = t+ 1, u(π, t) = π(t+ 1), t ≥ 0,
u(x, 0) = x, ut(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ π;
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7) utt(x, t) = uxx(x, t), 0 < x < 1, t > 0,
u(0, t) = t+ 1, u(1, t) = t3 + 2, t ≥ 0,
u(x, 0) = x+ 1, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1;

8) utt(x, t) + ut(x, t) = uxx(x, t) + 1, 0 < x < 1, t > 0,
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1;

9) utt(x, t) = a2uxx(x, t) + x2, 0 < x < l, t > 0,

ux(0, t) = 0, u(l, t) = l2t2

2 , t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

10) utt(x, t) = 25uxx(x, t) + x(3− x) sinωt, 0 < x < 3, t > 0,
u(0, t) = 0, u(3, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 3.
Д2. Нехай стержень довжиною l, кiнець x = 0 якого жорстко

закрiплений, перебуває у станi спокою. У момент часу t = 0 до йо-
го вiльного кiнця x = l прикладена сила Q =const, яка дiє вздовж
стержня. Знайти змiщення стержня u(x, t), 0<x<l, t>0.

Д3. Знайти закон вiльних коливань горизонтальної струни,
правий кiнець x = l якої закрiплений, а лiвий x = 0 рухається за
законом u(0, t) = l

10 sin
aπt
l , t ≥ 0. Початковi швидкостi та вiдхи-

лення точок струни нульовi.
Д4. Розв’язати мiшану задачу

utt(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)) +
A
ρ ,

0 < x < p, 0 < y < s, t > 0,
u(0, y, t) = 0, u(p, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ s, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, uy(x, s, t) = 0, 0 ≤ x ≤ p, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = 0, ut(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ p, 0 ≤ y ≤ s,
A – стала, ρ – поверхнева густина маси мембрани.

Вiдповiдi

O1. utt(x, t) = a2uxx(x, t) + g, 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;
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u(x, t) = gx(2l−x)
2a2 − 16gl2

π3a2

∞∑
n=0

1
(2n+1)3 cos

(2n+1)aπt
2l sin (2n+1)πx

2l .

O2. utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = A sinωt, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

u(x, t) = 2Aωa
l

∞∑
n=1

(−1)n+1

ω2−( aπn
l )2 sin

aπnt
l sin πnx

l +
A sin ωx

a

sin ωl
a

sinωt.

О3. 1) u(x, t) = A
1+( aπ

l )2 (e
−t − cos aπt

l + l
aπ sin aπt

l ) sin πx
l ;

2) u(x, t) =
(

5
14π

)2 (
1− cos 14πt

5

)
sin 7πx

10 ;

3)u(x, t) = − bx
12 (x

3 − 2x2l + l3) + 8l4

π5

∞∑
k=0

1
(2k+1)5 cos

(2k+1)πt
l sin (2k+1)πx

l ;

4) u(x, t) = 4 sinωt
π

∞∑
n=0

sin(2n+1)πx
(2n+1)((2n+1)2π2−ω2)−

− 4ω
π2

∞∑
n=0

sin(2n+1)πt·sin(2n+1)πx
(2n+1)2((2n+1)2π2−ω2) , ω ̸= (2n+ 1)π, n ∈ Z+;

5)u(x, t) = A+ x
l (B −A) +

∞∑
n=1

2(A+(−1)nB)
nπ cos anπt

l sin nπx
l ;

6) u(x, t) = Axt+
∞∑

n=0
Bn sin

(2n+1)aπt
2l sin (2n+1)πx

2l ,

Bn = − 4
(2n+1)aπ

l∫
0

Ax sin (2n+1)πx
2l dx, n ∈ Z+;

7) u(x, t) = t
2 − ( 14 + cos 2x

a ) sin 2t;
8) u(x, t) = xt+ ( 16e

2t − 1
15e

5t − 1
10 )e

−x sin 3x;
9) u(x, t) = 1

9 (ch3t− 1) sinx+ (cht− 1) sin 3x;
10) u(x, t) = 1

8

(
e2t + e−2t

)
− 1

4 − t2

2 cos 2x;
11) u(x, t) = t2 + x2

2 ;

12) u(x, t) = x+ t+ cos t
2 sin

x
2 + 8

π

∞∑
n=1

(−1)n

(2n−1)2 cos
(2n−1)t

2 sin (2n−1)x
2 .

О4. u(x, y, t) = sin 2πy
p

∞∑
k=1

ak

(
e−t − cos aπωkt+

1
aπωk

sin aπωkt
)
sin kπx

s ,

де ak = (−1)k+12s
πρk(1+(aπωk)2)

, ωk =
√

k2

s2 + 4
p2 , k ∈ N, ρ – поверхнева густина

маси мембрани.
C1. u(x, t) = 2l

π2 (
1
π sin aπt

l − at
l cos aπt

l ) sin πx
l +

+ 1
π3

∞∑
k=2

1
k(k−1) (−

1
(2k−1)2 sin

(2k−1)aπt
l + 1

2k−1 sin
aπt
l ) sin (2k−1)π

l x.

При розв’язуваннi системи рiвнянь T ′′
n (t) + (anπl )2Tn(t) = An(t),
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n = 2k − 1 – непарнi числа, треба врахувати, що частота зовнiшньої
сили збiгається з частотою першої гармонiки, тобто маємо резонанс, а
тому частинний розв’язок при n = 1 треба шукати у виглядi T1(t) =
t(C1 sin

aπt
l + C2 sin

aπt
l ), t > 0.

C2. utt(x, t) = a2uxx(x, t) +
Ax
ρ sinωt, 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

u(x, t) = 2Al
πρ

∞∑
n=1

(−1)n−1

nωn(ω2−ω2
n)
(ω sinωnt − ωn sinωt) sin

nπx
l , якщо ω ̸=

ωn := anπ
l , n ∈ N;

u(x, t) = (−1)n0+1

πn0ω2
n0

ρ (sinωn0t − ωn0t cosωn0t) sin
πnx
l + 2Al

πρ

∞∑
n=1,
n ̸=n0

(ω sinωnt −

ωn sinωt) sin
πnx
l , якщо ω = ωn0 := πn0a

l (резонанс).

C3. 1) u(x, t) = (1− x
π )t

2 + x
π t

3 + sinx cos t+ 4
π

∞∑
k=1

1
k3 ((−1)k3t− 1−

− cos kt− (−1)k·3
k sin kt) sin kx; 2) u(x, t) = Aa

sh l
a

e−tchx
a .

Розв’язок треба шукати у виглядi u(x, t) = v(x, t) + f(x)e−t;

3) u(x, t) = 4l4

a2

∞∑
k=1

(µ2
k+h2l2) sinµk

µ5
k(µ

2
k+h2l2+hl)

(cos aµkt
l − 1) cos µk(l−x)

µ , де µk, k ∈ N, –

додатнi коренi рiвняння tgµ = hl
µ ;

4) u(x, t) = aA
ESω

sin ωx
a

cos ωl
a

sinωt+
∞∑
k=0

bk sin
(2k+1)πat

2l sin (2k+1)πx
2l ,

де bk = − 4
(2k+1)πa

l∫
0

aA
ES

sin ωz
a

cos ωl
a

sin (2k+1)πz
2l dz, k ∈ Z+;

5) u(x, t) = aA
ESxt+

∞∑
k=0

bk sin
(2k+1)πat

2l sin (2k+1)πx
2l ,

де bk = − 4
(2k+1)πa

l∫
0

Az
ES sin (2k+1)πz

2l dz, k ∈ Z+.

C4. 1) u(x, y, t) = y + 1 + 1−cos
√
4+π2

4+π2 cos 2x sinπy−
∞∑
k=1

8
π3(2k−1)3 cos(2k − 1)t sin(2k − 1)πy;

2) u(x, y, t) = 8l
π2

∞∑
k=1

1
(2k−1)2(1+ωk)

(sin t− 1√
ωk

sin
√
ωkt) cos

(2k−1)πx
2l t sin πy

p ,

де ωk = (2k−1)2π2

4l2 + π2

p2 , k ∈ N.
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Д1. 1) u(x, t) = bx(l − x)− 8l2b
π3

∞∑
n=0

1
(2n+1)3 cos

π(2n+1)
l t sin π(2n+1)

l x.

Розв’язок шукати у виглядi u = v + w, де v = bx(l − x) задовольняє
неоднорiдне рiвняння i нульовi крайовi умови, а функцiя w задовольняє
однорiдне рiвняння, нульовi крайовi умови та початковi умови w(x, 0) =
bx(x− l), wt(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

2) u(x, t) = Ax− 8Al
π2

∞∑
n=0

(−1)n

(2n+1)2 cos
a(2n+1)t

2l sin (2n+1)πx
2l ;

3)u(x, t)=
∞∑
k=0

4
(2k+1)3π3 (cos(2k+1)πt−(2k+1)π sin(2k+1)πt−1) sin(2k+1)πx

або u(x, t) = 1
2x(1− x)+

+
∞∑
k=0

4
(2k+1)3π3 (cos(2k + 1)πt+ (2k + 1)π sin(2k + 1)πt) sin(2k + 1)πx;

4) u(x, t) = 2Al
π

∞∑
k=1

(−1)k+1

(1+( akπ
l )2)k

(e−t − cos akπt
l + l

akπ sin akπt
l ) sin kπx

l ;

5) u(x, t) = 3 + x(t+ t2) + (5tet − 8et + 4t+ 8) sinx;
6) u(x, t) = x(t+ 1) + ( 15e

5t/2 − et/2 + 4
5 ) cos

3x
2 ;

7)u(x, t)= t+1+x(t3−t+1)+
∞∑
k=1

( 2
(πk)2 (

6(−1)k+1

(πk)2 −1) sinπkt+(−1)k12t
π3k3 ) sinπkx;

8) u(x, t) = −
∞∑
k=0

4
(2k+1)3π3

(
− 1+ e−t/2(cos pkt+

1
2pk

sin pkt)
)
sin(2k+1)x,

pk = ((2k + 1)2π2 − 1
4 )

1/2;

9) u(x, t) = l2t2

2 + 128l4

a2π5

∞∑
k=1

(−1)k−1

(2k−1)5

(
cos a(2k−1)πt

2l − 1
)
cos (2k−1)πx

2l ;

10) u(x, t) =
∞∑
k=1

gk
( 5kπ

3 )2−ω2

(
sinωt − 3ω

5kπ sin 5kπt
3

)
sin kπx

3 , якщо ω ̸= 5kπ
3 ,

k ∈ N;
u(x, t) =

∞∑
k = 1,
k ̸= m

gk
( 5kπ

3 )2−ω2

(
sinωt− 3ω

5kπ sin 5kπt
3

)
sin kπx

3 +
(

3gm
10mπω sin 5mπt

3 −

gm
2ω cosωt

)
sin mπx

3 , де gk = 36
(kπ)3 (1 − (−1)k), k ∈ N, якщо ω = 5mπ

3 , m –
деяке натуральне число.

Д2. u(x, t) = Q
Eσx− 8Ql

π2Eσ

∞∑
k=0

(−1)k

(2k+1)2 cos
(2k+1)aπt

l sin (2k+1)πx
l ,

де E – модуль пружностi, σ – площа поперечного перерiзу стержня.
Задача зводиться до розв’язування рiвняння utt = a2uxx при нульових
початкових i таких крайових умовах: u(0, t) = 0, ux(0, t) =

Q
Eσ . Покласти

u = v + w, де v = Ax, а A вибрати так, щоб функцiя v задовольняла
заданi крайовi умови.
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Д3. utt(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = l

10 sin
aπt
l , u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

u(x, t) = l−x
10 sin aπt

l +
(−3l
10π sin aπt

l + at
10 cos

aπt
l

)
sin πx

l +
∞∑

n=2

l
πn(n2−1)×

×
(
1
n sin anπt

l − sin aπt
l

)
sin nπx

l .
Цей розв’язок можна записати iнакше, якщо скористатись тим, що
l−x
10 = 1

5π

∞∑
n=1

1
n sin nπx

l . Тодi u(x, t) =
(
− l

10π sin aπt
l + at

10 cos
aπt
l

)
sin πx

l +

+
∞∑

n=2

1
5πn(n2−1)

(
1
n sin anπt

l + (n2 − 2) sin aπt
l

)
sin nπx

l .

Д4. u(x, y, t) = 16A
a2π2ρ

∞∑
m=1

∞∑
n=1

1
(2m−1)(2n−1)×

×
(
1− cos aπ

√
(2m−1)2

ρ2 + (2n−1)2

4s2 t

)
sin (2m−1)πx

p sin (2n−1)πy
2s .
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Тема 6. Розв’язування задачi Кошi та мiшаних
задач для параболiчних рiвнянь

Класичною задачею Кошi для рiвняння теплопровiдностi
називається задача про знаходження функцiї u, яка неперервна
й обмежена в ΠnT := {(x, t)|x ∈ Rn, t ∈ (0, T ]} разом зi своїми
похiдними другого за x i першого за t порядкiв, неперервна в ΠnT ,
задовольняє рiвняння

ut(x, t) = a2∆u(x, t) + f(x, t), (x, t) ∈ ΠnT , (1)

i початкову умову

u(x, 0) = φ(x), x ∈ Rn, (2)

де f i φ – заданi функцiї.
Якщо функцiя f неперервна й обмежена в ΠnT разом зi сво-

єю похiдною за x, а функцiя φ неперервна й обмежена в Rn, то
розв’язок задачi Кошi (1), (2) iснує, єдиний в класi обмежених
функцiй i зображується формулою Пуассона

u(x, t) =
1

(2a
√
πt)n

∫
Rn

φ(ξ)e−
|x−ξ|2

4a2t dξ+

+

t∫
0

∫
Rn

f(ξ, τ)

(2a
√
π(t− τ))n

e
− |x−ξ|2

4a2(t−τ)dξdτ, x ∈ ΠnT . (3)

Якщо ж функцiя f неперервна в ΠnT i є гармонiчною (див. тему
8) за x при кожному фiксованому t ≥ 0, то функцiя

u(x, t) =
t∫
0

f(x, τ)dτ, (x, t) ∈ ΠnT ,

є розв’язком задачi Кошi (1), (2) з φ = 0.
Приклад 1. Розв’язати задачу Кошi

ut =
1
4uxx + xt, x ∈ R, t > 0,
u(x, 0) = x, x ∈ R. (4)
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▹ Згiдно з формулою (3) розв’язком задачi є функцiя

u(x, t) = 1√
πt

+∞∫
−∞

ze−
(x−z)2

t dz +
t∫
0

τdτ√
π(t−τ)

+∞∫
−∞

ze−
(x−z)2

t−τ dz,

x ∈ R, t > 0.

(5)

Обчислимо кожний з iнтегралiв окремо:

I1 =
1√
πt

+∞∫
−∞

ze−
(x−z)2

t dz =

∣∣∣∣ z−x√
t
= y,

dz =
√
tdy,

z −∞ +∞
y −∞ +∞

∣∣∣∣ =

=
1√
π

+∞∫
−∞

(x+
√
ty)e−y2

dy =
x√
π

+∞∫
−∞

e−y2

dy +

√
t√
π

+∞∫
−∞

ye−y2

dy =

=
1√
π
x
√
π −

√
t√
π

1

2
e−y2

∣∣∣∣+∞

−∞
= x;

I2 =
1√
π

t∫
0

τdτ√
t− τ

+∞∫
−∞

ze−
(x−z)2

(t−τ) dz =

∣∣∣∣ z−x√
t−τ

= y,

dz =
√
t− τdy,

z −∞ +∞
y −∞ +∞

∣∣∣∣ =
=

1√
π

t∫
0

τ

+∞∫
−∞

(
x+

√
t− τy

)
e−y2

dy =
1√
π

t∫
0

τ

x +∞∫
−∞

e−y2

dy +

+
√
t− τ

+∞∫
−∞

ye−y2

dy

 dτ =
1√
π

(
x
√
π
t2

2
− 1

2

t∫
0

τ
√
t− τdτe−y2

∣∣∣∣∣∣
+∞

−∞

)
=
xt2

2
.

Якщо пiдставити одержанi вирази для I1 i I2 у формулу (5), то
одержимо розв’язок задачi (4)

u(x, t) = xt2

2 + x, x ∈ R, t ≥ 0. ◃
Зауваження. Оскiльки права частина рiвняння f(x, t) = xt є гар-

монiчною функцiєю за x ∈ R при кожному фiксованому t ≥ 0 i має
однаковий з початковою умовою вигляд щодо x, то розв’язок задачi (4)
можна шукати у виглядi u(x, t) = g(t)x. Тодi для g одержимо задачу

g′(t) = t, t > 0; g(0) = 1,
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розв’язок якої g(t) = t2

2 + 1, t ≥ 0. Тому u(x, t) = xt2

2 + x, x ∈ R, t ≥ 0.
Цей розв’язок збiгається з одержаним вище, що випливає з єдиностi
розв’язку задачi Кошi.

Розглянемо тепер мiшану задачу для рiвняння параболiчного
типу

ρ(x)ut(x, t) = (p(x)ux(x, t))x − q(x)u(x, t) + f(x, t),
0 < x < l, t > 0,

αu(0, t) + βux(0, t) = µ1(t),
γu(l, t) + δux(l, t) = µ2(t), t ≥ 0,

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l,

(6)

де ρ, p, p′, q – неперервнi функцiї на [0, l], причому ρ(x) > 0,
p(x) > 0, q(x) ≥ 0, x ∈ [0, l], а f , µ1, µ2 i φ – заданi достатньо
гладкi функцiї, якi узгодженi мiж собою, α2 + β2 ̸= 0, γ2 + δ2 ̸= 0.

Якщо β = 0, δ = 0, то задача (6) називається першою мiша-
ною задачею, при α = 0, γ = 0 – другою мiшаною задачею. У
загальному випадку задача (6) називається третьою мiшаною
задачею. Методика розв’язування задачi (6) з допомогою методу
Фур’є детально описана в темi 4.

Приклад 2. Розглянемо задачу про поширення тепла в тонкому
однорiдному стержнi довжиною l, бiчна поверхня якого теплоiзольо-
вана, кiнцi x = 0 i x = l пiдтримуються при нульовiй температурi, а
початкова температура

φ(x) =

{
x, 0 ≤ x ≤ l

2 ,
l − x, l

2 < x ≤ l.
▹ Задача зводиться до знаходження розв’язку рiвняння теплопро-

вiдностi
ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0, (7)

який задовольняє крайовi умови

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0, (8)

i початкову умову

u(x, 0) = φ(x) =

{
x, 0 ≤ x ≤ l

2 ,
l − x, l

2 < x ≤ l.
(9)

Застосовуючи метод вiдокремлення змiнних, шукаємо ненульовi ча-
стиннi розв’язки рiвняння (7) у виглядi

u(x, t) = X(x)T (t), 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0. (10)
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Пiдставляючи (10) у (7), дiстанемо два рiвняння

T ′(t) + a2λ2T (t) = 0, t ≥ 0, (11)

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, 0 ≤ x ≤ l. (12)

Для знаходження ненульових розв’язкiв рiвняння (7) вигляду (10),
що задовольняють крайовi умови (8), треба знайти ненульовi розв’язки
рiвняння (12), якi задовольняють умови

X(0) = 0, X(l) = 0. (13)

Задача Штурма–Лiувiлля (12), (13) має власнi числа λn = nπ
l i вла-

снi функцiї
Xn(x) = sin nπ

l x, 0 ≤ x ≤ l, n ∈ N.
Значенням λ = λn вiдповiдають такi розв’язки рiвняння (11):

Tn(t) = Ane
−(nπa

l )2t, t ≥ 0, n ∈ N.
Тодi функцiї

un(x, t) = Xn(x)Tn(t) = Ane
−(nπa

l )2t sin nπ
l x, n ∈ N,

задовольняють рiвняння (7) i крайовi умови (8) при довiльних сталих
An. Для того щоб задовольнити початкову умову (9), складемо ряд

u(x, t) =

∞∑
n=1

un(x, t) =

∞∑
n=1

Ane
−(nπa

l )2t sin
nπ

l
x, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0. (14)

Пiдстановка (14) у (9) дає рiвнiсть
∞∑

n=1
An sin

nπx
l = φ(x), 0 ≤ x ≤ l,

яка справджується при

An =
2

l

l∫
0

φ(x) sin
nπx

l
dx =

2

l

 l/2∫
0

x sin
nπx

l
dx+

l∫
l/2

(l − x) sin
nπx

l
dx

 =

=
4l

(nπ)2
sin

nπ

2
=

{
0, n = 2k,

(−1)k4l
(2k+1)2π2 , n = 2k + 1, k ∈ Z+.

Якщо пiдставити знайденi значення в (14), то одержимо розв’язок
задачi (7) – (9):

u(x, t) =
4l

π2

∞∑
k=0

(−1)k

(2k + 1)2
e−

(2k+1)2π2a2

l2
t sin

(2k + 1)πx

l
, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0.
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Цей розв’язок є нескiнченно диференцiйовною функцiєю при 0≤ x≤ l,
t > 0. ◃

Приклад 3. Знайти розв’язок неоднорiдної мiшаної задачi

ut(x, t) = uxx(x, t) + u(x, t) + xt(2− t) + 2 cos t, 0 < x < π, t > 0, (15)

ux(0, t) = t2, ux(π, t) = t2, t ≥ 0, (16)

u(x, 0) = cos 2x, 0 ≤ x ≤ π. (17)

▹ Оскiльки крайовi умови неоднорiднi, то зведемо задачу до задачi
з однорiдними крайовими умовами. Шукатимемо розв’язок задачi (15)
– (17) у виглядi

u = w + v,
де w пiдберeмо так, щоб вона задовольняла умови (16) (див. зауваження
3, тема 5): w(x, t) = t2x, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0. Тодi v буде розв’язком задачi

vt(x, t) = vxx(x, t) + v(x, t) + 2 cos t, 0 < x < π, t > 0,
vx(0, t) = 0, vx(π, t) = 0, t ≥ 0,
v(x, 0) = cos 2x, 0 ≤ x ≤ π.

(18)

Розв’язок задачi (18) у свою чергу шукатимемо у виглядi суми двох
функцiй v = v1 + v2, де v1 i v2 є розв’язками вiдповiдно таких задач:

v1t (x, t) = v1xx(x, t) + v1(x, t), 0 < x < π, t > 0,
v1x(0, t) = 0, v1x(π, t) = 0, t ≥ 0,
v1(x, 0) = cos 2x, 0 ≤ x ≤ π;

(19)

v2t (x, t) = v2xx(x, t) + v2(x, t) + 2 cos t, 0 < x < π, t > 0,
v2x(0, t) = 0, v2x(π, t) = 0, t ≥ 0,

v2(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π.
(20)

Для знаходження v1 застосовуємо метод Фур’є. Пiдставляючи
v1(x, t) = X(x)T (t) у рiвняння i крайовi умови з (19), дiстаємо

T ′(t) + (λ2 − 1)T (t) = 0, (21)

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, X ′(0) = 0, X ′(π) = 0. (22)

Розв’язавши задачу Штурма–Лiувiлля (22), знайдемо власнi числа
λk = k i власнi функцiї Xk(x) = cos kx, k ∈ Z+. З рiвняння (21) при
λ = λk знайдемо Tk(t) = Ake

−(k2−1)t, k ∈ Z+.
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Утворимо ряд

v1(x, t) =
∞∑
k=0

Ake
−(k2−1)t cos kx

i задовольнимо початкову умову з (19)

∞∑
k=0

Ak cos ks = cos 2x, 0 ≤ x ≤ π. (23)

З (23) дiстанемо, що A2 = 1, Ak = 0, k ̸= 2. Отже,

v1(x, t) = e−3t cos 2x, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0.

Розв’язок задачi (20) шукаємо у виглядi ряду за власними функцi-
ями вiдповiдної однорiдної задачi (19)

v2(x, t) =
∞∑
k=0

gk(t) cos kx, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0.

Сума цього ряду, якщо вiн збiгається рiвномiрно, задовольняє крайовi
умови з (20). Задовольнивши рiвняння i початкову умову, одержимо

∞∑
k=0

(g′k + (k2 − 1)gk) cos kx = 2 cos t, gk(0) = 0, k ∈ Z+.

Звiдси випливає, що
g′0 − g0 = 2 cos t, g0(0) = 0,

g′k − (k2 − 1)gk = 0, gk(0) = 0, k ∈ N,
i тому

g0(t) = et + sin t− cos t,

gk(t) = 0, k ∈ N.
Отже, розв’язком задачi (20) є функцiя

v2(x, t) = (et + sin t− cos t) cos 0x = et + sin t− cos t, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0.

Остаточно дiстанемо, що розв’язок задачi (15) – (17) має вигляд

u(x, t) = e−3t cos 2x+ (et + sin t− cos t) + t2x, 0 ≤ x ≤ π, t ≥ 0. ◃

Приклад 4. Початкова температура стержня (0 ≤ x ≤ l) з тепло-
iзольованою бiчною поверхнею дорiвнює U0 = const, а на його кiнцях
пiдтримується стала температура u(0, t) = U1, u(l, t) = U2, де U1, U2 –
сталi. Знайти температуру u стержня при t > 0, а також стацiонарну
температуру u(x) = lim

t→+∞
u(x, t), 0 ≤ x ≤ l.
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▹ Задача зводиться до знаходження розв’язку рiвняння

ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0, (24)

який задовольняє умови

u(0, t) = U1, u(l, t) = U2, t ≥ 0, (25)

u(x, 0) = U0, 0 ≤ x ≤ l. (26)

Шукатимемо розв’язок задачi (24) – (26) у виглядi суми двох функ-
цiй

u(x, t) = w(x) + v(x, t), 0 < x < l, t > 0.

Оскiльки крайовi умови (25) не залежать вiд t, то вважатимемо, що w
залежить тiльки вiд x i є розв’язком задачi

w′′(x) = 0, 0 ≤ x ≤ l,
w(0) = U1, w(l) = U2.

(27)

Для v одержуємо задачу

vt(x, t) = a2vxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
v(0, t) = 0, v(l, t) = 0, t ≥ 0,
v(x, 0) = U0 − w(x), 0 ≤ x ≤ l.

(28)

Загальний розв’язок рiвняння iз задачi (27) w(x) = C1x+C2. Якщо
задовольнити крайовi умови, то дiстанемо, що C2 = U1, C1l + C2 = U2,
C1 = U2−U1

l , C2 = U1. Отже, розв’язок задачi (27) має вигляд w(x) =

U1 +
U2−U1

l x.
Задачу (28) розв’язуватимемо методом вiдокремлення змiнних. Пiд-

ставивши v(x, t) = X(x)T (t) в рiвняння i вiдокремивши змiннi, дiстане-
мо два звичайних диференцiальних рiвняння

T ′(t) + a2λ2T (t) = 0, t ≥ 0, (29)

X ′′(x) + λ2X(x) = 0, 0 ≤ x ≤ l. (30)

Якщо задовольнити нульовi крайовi умови функцiєю v, то одержимо,
що

X(0) = 0, X(l) = 0. (31)

Задача Штурма–Лiувiлля (30), (31) має власнi числа λn = nπ
l i власнi

функцiї Xn(x) = sin nπx
l , n ∈ N. Пiдставивши λ = λn у (29), знайдемо,
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що загальний розв’язок цього рiвняння Tn(t) = Ane
−(nπa

l )2t, n ∈ N.

Складемо ряд v(x, t) =
∞∑

n=1
Ane

−(nπa
l )2 sin nπx

l i задовольнимо початкову

умову, тодi одержимо рiвнiсть

∞∑
n=1

An sin
nπx

l
= U0 −

U2 − U1

l
x− U1, 0 ≤ x ≤ l.

Звiдси випливає, що

An =
2

l

l∫
0

(U0 −
U2 − U1

l
x− U1) sin

nπx

l
dx =

2

l

l∫
0

(U0 − U1) sin
nπx

l
dx−

−2

l

l∫
0

U2 − U1

l
x sin

nπx

l
dx = (−1)n

2

nπ
(U2 − U0) +

2

nπ
(U0 − U1), n ∈ N.

Отже, розв’язок задачi (28) має вигляд

v(x, t) =
2

π

∞∑
n=1

1

n
((−1)n(U2 − U0) + (U0 − U1))e

−(nπa
l )2t sin

nπx

l
,

0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0.

Остаточно розв’язок задачi (24) – (26) запишеться так:

u(x, t) = U1 +
U2 − U1

l
x+

2

π

∞∑
n=1

1

n
((−1)n(U2 − U0)+

+(U0 − U1)) e
−(nπa

l )2t sin
nπx

l
, 0 ≤ x ≤ l, t ≥ 0. (32)

Знайдемо тепер стацiонарну температуру, перейшовши до границi
при t→ +∞ пiд знаком рiвномiрно збiжного при t ≥ t0 > 0 ряду в (32):

u(x) = lim
t→+∞

u(x, t) = U1 +
U2 − U1

l
x, 0 ≤ x ≤ l. ◃
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Вправи
О1. Розв’язати задачу Кошi:

1) ut(x, t) = a2uxx(x, t), −∞ < x < +∞, t > 0,

u(x, 0) = Ae−x
2
, −∞ < x < +∞;

2) ut(x, t) = a2uxx(x, t), −∞ < x < +∞, t > 0,

u(x, 0) =

{
u0, x ∈ [x1, x2],
0, x ̸∈ [x1, x2].

О2. Розв’язати мiшану задачу:
1) ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,

ux(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = A(l − x), 0 ≤ x ≤ l;

2) ut(x, t) = uxx(x, t)− 4u(x, t), 0 < x < π, t > 0,
u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = x2 − πx, 0 ≤ x ≤ π;

3) ut(x, t) = uxx(x, t)− 2ux(x, t) + x+ 2t, 0 < x < 1, t > 0,
u(0, t) = 0, u(1, t) = t, t ≥ 0,
u(x, 0) = ex sinπx, 0 ≤ x ≤ 1;

4) ut(x, t)=uxx(x, t)+u(x, t)+2 sin 2x sinx, 0 < x < π/2, t > 0,
ux(0, t) = 0, u(π/2, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π/2;

5) ut(x, t) = uxx(x, t) + 4u(x, t) + x2 − 2t− 4x2t+ 2 cos2 x,
0 < x < π, t > 0,

ux(0, t) = 0, ux(π, t) = 2πt, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π;

6) ut(x, t) = 3uxx(x, t)− 6u(x, t) + 3x+ 6, 0 < x < 2, t > 0,
u(0, t) = 1, u(2, t) = 2, t ≥ 0,
u(x, 0) = x2 − 3

2x+ 1, 0 ≤ x ≤ 2;

7) ut(x, t) = uxx(x, t) + u(x, t), 0 < x < π, t > 0,
u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 3 sin 2x, 0 ≤ x ≤ π;
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8) ut(x, t) = uxx(x, t)− 4u(x, t), 0 < x < π, t > 0,
u(0, t) = 0, u(π, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 2 sin 3x+ 5 sin 7x, 0 ≤ x ≤ π;

9) ut(x, t) = 4uxx(x, t) + t sin x
2 , 0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(π, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ π;

10) ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t) = 0, ux(l, t) +

π
4lu(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = u0 cos
πx
4l , 0 ≤ x ≤ l;

11) ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 3 sin πx

l − 2 sin 3πx
l , 0 ≤ x ≤ l;

12) ut(x, t) = 25uxx(x, t) + 3x2, 0 < x < 6, t > 0,
u(0, t) = 0, ux(6, t) = 1, t ≥ 0,

u(x, 0) = sinx, 0 ≤ x ≤ 6.
Знайти ū(x) = lim

t→+∞
u(x, t);

13) ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = u0, 0 ≤ x ≤ l;

14) ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t) = 0, ux(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = Ax, 0 ≤ x ≤ l;

15) ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t) = 0, ux(l, t) = q, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

16) ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = At, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l.
О3. Дано тонкий однорiдний стержень довжиною l, початкова

температура якого дорiвнює Ax
l , 0 ≤ x ≤ l. На кiнцi x = 0 тем-
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пература пiдтримується нульовою, а на кiнцi x = l – змiнюється
за законом u(l, t) = Ae−t, t ≥ 0. Знайти розподiл температури в
стержнi при t > 0.

О4. Знайти закон охолодження однорiдного стержня довжи-
ною l, якщо на його лiвому кiнцi x = 0 пiдтримується нульова
температура, а правий кiнець стержня x = l теплоiзольований.
Початкова температура точок стержня

u(x, 0) =

{
0, 0 ≤ x ≤ l/2,

u0,
l
2 < x ≤ l.

О5. Розв’язати задачу:
1) ut(x, y, t) = uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)− 4t sin 6πx,

0 < x < 1, 0 < y < 2, t > 0,
u(0, y, t) = 0, u(1, y, t) = u0, 0 ≤ y ≤ 2, t ≥ 0,
uy(x, 0, t) = 0, uy(x, 2, t) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = u0x, 0 ≤ x ≤ 1, 0 ≤ y ≤ 2;

2) ut(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)) + 3 sin πx
2p sin

πy
2q ,

0 < x < p, 0 < y < q, t > 0,
u(0, y, t) = 0, u(p, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ q, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = 0, u(x, q, t) = 0, 0 ≤ x ≤ p, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ p, 0 ≤ y ≤ q.
С1. Розв’язати мiшану задачу:
1) ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,

ux(0, t) = q, ux(l, t) = q, t ≥ 0,
u(x, 0) = Ax, 0 ≤ x ≤ l;

2) ut(x, t) = uxx(x, t)− 2ux(x, t) + u(x, t) + ex sinx− t,
0 < x < π, t > 0,

u(0, t) = 1 + t, u(π, t) = 1 + t, t ≥ 0,
u(x, 0) = 1 + ex sin 2x, 0 ≤ x ≤ π;

3) ut(x, t) = uxx(x, t) + 6u(x, t) + x2(1− 6t)− 2(t+ 3x) + sin 2x,
0 < x < π, t > 0,

ux(0, t) = 1, ux(π, t) = 2πt+ 1, t ≥ 0,
u(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ π;
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4) ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
ux(0, t)− hu(0, t) = 0, u(l, t) = 0, h > 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = u0, 0 ≤ x ≤ l.
С2. Початкова температура стержня довжиною l є вiдомою

функцiєю φ. Температури кiнцiв стержня сталi, u(0, t) = C1,
u(l, t) = C2, t ≥ 0, а на бiчнiй поверхнi вiдбувається за за-
коном Ньютона теплообмiн iз середовищем, температура якого
u0 = const. Знайти температуру точок стержня в довiльний мо-
мент часу t > 0.

С3. Розв’язати задачу

ut(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)) +A sin 3πx
2p cos πy2s ,

0 < x < p, 0 < y < s, t > 0,
u(0, y, t) = ux(p, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ s, t ≥ 0,
uy(x, 0, t) = u(x, s, t) = 0, 0 ≤ x ≤ p, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = B sin πx
2p cos

3πy
2s , 0 ≤ x ≤ p, 0 ≤ y ≤ s.

С4. Знайти закон змiни температури в однорiдному iзотропно-
му стержнi довжини l при вiльному теплообмiнi, якщо початкова
температура цього стержня визначена рiвнiстю u(x, 0) = Ax2

l2
, A –

стала. Лiвий кiнець стержня теплоiзольований, а на правому кiнцi
пiдтримується стала температура u(l, t) = A.

Домашнє завдання
Д1. Розв’язати задачу Кошi:
1) ut(x, t) = 4uxx(x, t) + 5, −∞ < x < +∞, t > 0,

u(x, 0) = 4, −∞ < x < +∞;

2) ut(x, t) = uxx(x, t) + 2e−t cos t, −∞ < x < +∞, t > 0,
u(x, 0) = 2, −∞ < x < +∞.

Д2. Розв’язати мiшану задачу:
1) ut(x, t) = uxx(x, t)− u(x, t), 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ l;
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2) ut(x, t) = uxx(x, t) + u(x, t)− x+ 2 sin 2x cosx,
0 < x < π/2, t > 0,

u(0, t) = 0, ux(π/2, t) = 1, t ≥ 0,
u(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ π/2;

3) ut(x, t) = 16uxx(x, t) + 2, 0 < x < 7, t > 0,
ux(0, t) = 0, u(7, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 7;

4) ut(x, t) = uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) =

{
x при x ∈ [0, l/2],

l − x при x ∈ (l/2, l];

5) ut(x, t)=uxx(x, t)+6u(x, t)+2t(1− 3t)−6x+2 cosx cos 2x,
0 < x < π/2, t > 0,

ux(0, t) = 1, u(π/2, t) = t2 + π
2 , t ≥ 0,

u(x, 0) = x, 0 ≤ x ≤ π/2;

6) ut(x, t) = uxx(x, t) + 4ux(x, t) + x− 4t+ 1 + e−2x cos2 πx,
0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = t, u(1, t) = 2t, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1;

7) ut(x, t) = uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,

u(0, t) = e−
t

4l2 , ux(l, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ l;

8) ut(x, t) = uxx(x, t)− 2ux(x, t), 0 < x < 1, t > 0,
u(0, t) = 0, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = ex sinπx, 0 ≤ x ≤ 1;

9) ut(x, t) = uxx(x, t)−A(u(x, t)− u0), 0 < x < 1, t > 0,
ux(0, t) = 0, ux(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = u1, 0 ≤ x ≤ 1;
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10) ut(x, t) = a2uxx(x, t) + x(l − x), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ l;

11) ut(x, t) = uxx(x, t) + u0x
2, 0 < x < 1, t > 0,

u(0, t) = u1, ux(1, t) = 2u0t, t ≥ 0,
u(x, 0) = u1, 0 ≤ x ≤ 1;

12) ut(x, t) = a2uxx(x, t), 0 < x < l, t > 0,
u(0, t) = 0, u(l, t) = 100, t ≥ 0,

u(x, 0) =

{
200x
l , 0 ≤ x ≤ l

2 ,

100, l
2 < x ≤ l.

Д3. Дано тонкий однорiдний стержень довжиною l, початкова
температура якого дорiвнює нулю. На кiнцi x = l температура
пiдтримується нульовою, а на кiнцi x = 0 вона зростає лiнiйно з
часом, тобто u(0, t) = At, t ≥ 0, де A – стала. Знайти розподiл
температури в стержнi при t > 0.

Д4. На кiнцях однорiдного iзотропного стержня довжиною l
пiдтримується нульова температура. Припускаючи, що бiчна по-
верхня стержня теплоiзольована, знайти закон розподiлу темпе-
ратури в стержнi, якщо вiдомо, що в початковий момент розподiл
температури u(x, 0) = u0

x(l−x)
l2

, 0 ≤ x ≤ l, де u0 = const.
Д5. Знайти розв’язок рiвняння теплопровiдностi ut = a2uxx

при −∞ < x < +∞, t > 0, який задовольняє початкову умову

u(x, 0) =

{
T1 при x > 0,
T2 при x < 0.

Д6. Дано тонкий однорiдний стержень довжиною l, початко-
ва температура якого дорiвнює нулю. На кiнцi x = l температура
пiдтримується нульовою, а на кiнцi x = 0 температура змiнює-
ться за законом u(0, t) = A sinωt. Знайти розподiл температури в
стержнi при t > 0.
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Д7. Розв’язати задачу

ut(x, y, t) = a2(uxx(x, y, t) + uyy(x, y, t)) +A sin πx
p sin πy

2s ,

0 < x < p, 0 < y < s, t > 0,
u(0, y, t) = u(p, y, t) = 0, 0 ≤ y ≤ s, t ≥ 0,
u(x, 0, t) = uy(x, s, t) = 0, 0 ≤ x ≤ p, t ≥ 0,

u(x, y, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ p, 0 ≤ y ≤ s.

Вiдповiдi

О1. 1) u(x, t) = A√
1+4a2t

e
− x2

1+4a2t .

2) u(x, t) = u0

2

(
Φ
(
x−x1

2a
√
t

)
− Φ

(
x−x2

2a
√
t

))
, де Φ(z) = 2√

π

z∫
0

e−θ2

dθ.

О2. 1) u(x, t) = 8Al
π2

∞∑
k=0

1
(2k+1)2 e

−(
(2k+1)aπ

2l )2t cos (2k+1)π
2l x;

2) u(x, t) = −8
π

∞∑
k=0

1
(2k+1)3 e

−((2k+1)2+4)t sin(2k + 1)x;

3) u(x, t) = xt+ sinπxex−π2t−t; 4) u(x, t) = t cosx+ 1
8 (e

−8t − 1) cos 3x;

5) u(x, t) = tx2 + 1
4 (e

4t − 1) + t cos 2x;

6) u(x, t) = 1 + x
2 − 32

π3

∞∑
k=0

1
(2k+1)3 e

−3
4 (8+(2k+1)2π2)t sin (2k+1)πx

2 ;

7) u(x, t) = 3e−3t sin 2x; 8) u(x, t) = 2e−13t sin 3x+ 5e−53t sin 7x;

9) u(x, t) = (t− 1 + e−t) sin x
2 ; 10) u(x, t) = u0e

−( aπ
4l )

2t cos πx
4l ;

11) u(x, t) = 3e−( aπ
l )2t sin πx

l − 2e−( 3aπ
l )2t sin 3πx

l ;

12) ū(x) = − x4

100 + 241x
25 . Можна знайти ū як роз’язок задачi

25ū′′(x) + 3x2 = 0, 0 < x < 6, ū(0) = 0, ū′(6) = 1.

13) u(x, t) = 4u0

π

∞∑
k=0

1
(2k+1)e

−(
(2k+1)aπ

l )2t sin (2k+1)π
l x;

14) u(x, t) =
∞∑
k=0

4Al
(2k+1)2π2 e

−(
(2k+1)aπ

l )2t cos (2k+1)π
l x;

15) u(x, t) = q
(

a2t
l + 3x2−l2

6l

)
+ 2l

π2

∞∑
k=1

(−1)k+1

k2 e−( kaπ
l )2t cos kπ

l x;

16) u(x, t) = A
l xt+

A
6a2lx(x

2 − l2) +
∞∑
k=1

ake
−( kaπ

l )2t sin kπ
l x,

де ak = − A
3a2l2

l∫
0

z(z2 − l2) sin kπ
l zdz.
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О3. u(x, t) = Ax
l e

−t + 2Al2

π

∞∑
n=1

(−1)n(e−( anπ
l

)2t−e−t)
n(n2π2−l2) sin nπx

l . Розв’язок

треба шукати у виглядi u(x, t) = Axe−t

l + v(x, t).

О4. u(x, t) = 4u0

π

∞∑
n=0

1
2n+1 cos

(2n+1)π
4 e−(

a(2n+1)π
2l )

2
t sin (2n+1)πx

2l .

О5. 1) u(x, y, t) = u0x+ 4
(6π)4

(
1− (6π)2t− e−(6π)2t

)
sin 6πx;

2) u(x, y, t) = 3
a2π2( 1

p2
+ 1

q2
)

(
1− e

−a2π2( 1
p2

+ 1
q2

)t)
sin πx

2p sin πy
2q .

С1. 1) u(x, t)=qx+(A−q)l
2 −4l(A−q)

π2

∞∑
k=0

1
(2k+1)2 e

−(
(2k+1)aπ

l )2t cos (2k+1)π
l x;

2) u(x, t) = (−ex−t sinx+ ex−4t sin 2x) + ex sinx+ 1 + t;

3) u(x, t) = x2t+ x+
∞∑
k=1

C2k−1

(2k−1)2−6 (1− e−6(2k−1)2t) cos(2k − 1)x,

C2k−1 := 2
π (

1
2k+1 − 1

2k−3 ), k ∈ N;

4) u(x, t) = 2u0
∞∑
k=1

µ2
k+h2l2−hl

√
µ2
k+h2l2

µk(µ2
k+h2l2+hl)

e−(
aµk

l )2t sin µk(l−x)
l , де µk, k ∈ N,

– додатнi коренi рiвняння tgµ = − µ
hl .

С2. ut(x, t) = a2uxx(x, t)− α(u(x, t)− u0), 0 < x < l, t > 0,
α := h

cρ , h – коефiцiєнт теплообмiну,
u(0, t) = C1, u(l, t) = C2, t ≥ 0,

u(x, 0) = φ(x), 0 ≤ x ≤ l;

u(x, t) = u0 +
(C2−u0)shbx+(C1−u0)shb(l−x)

shbl
+

∞∑
n=1

Ane
−(( anπ

l )2+α)t sin nπx
l ,

де An = 2
l

l∫
0

(φ(x)− u0 − (C2−u0)shbx+(C1−u0)shb(l−x)

shbl
) sin nπx

l dx, b =
√
α
a .

С3. u(x, y, t) = Be
− a2π2

4 ( 1
p2

+ 9
s2

)t
sin πx

2p cos 3πy
2s + 4A

a2π2( 9
p2

+ 1
s2

)
×

×
(
1− e

− a2π2

4 ( 9
p2

+ 1
s2

)
)
sin 3πx

2p cos πy
2s .

С4. u(x, t) = Ax2

l2 +
∞∑

n=1

32A(−1)n−1

(2n−1)3π3 (1 − e−
((2n−1)aπ)2t

4l2 ) cos (2n−1)πx
2l .

Розв’язок можна шукати у виглядi u(x, t) = v(x, t) + Ax2

l2 .
Д1. 1) u(x, t) = 5t+ 4; 2) u(x, t) = 3 + e−t(sin t− cos t).

Д2. 1) u(x, t) = 4
π

∞∑
k=0

1
2k+1e

−(
π2(2k+1)2

l2
+1)t sin (2k+1)πx

l ;

2) u(x, t) = x+ t sinx+ 1
8 (1− e−8t) sin 3x;
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3) u(x, t) =
∞∑

n=0

(−1)n98
(2n+1)3π3

(
1− e−(

2(2n+1)π
7 )

2
t
)
cos (2n+1)πx

14 ;

4) u(x, t) = 4l
π2

∞∑
n=1

1
n2 sin

nπ
2 e

−(nπ
l )

2
t sin nπx

l ;

5) u(x, t) = x+ t2 + 1
5 (e

5t − 1) cosx+ 1
3 (1− e−3t) cos 3x;

6) u(x, t) = t(x+ 1) + e−2x
∞∑
k=1

Ck

k2π2+4 (1− e−(k2π2+4)t) sin kπx,

Ck :=

{
0, k = 2m,

1
π (

2
2m−1 + 1

2m+1 + 1
2m−3 ), k = 2m− 1, m ∈ N;

7) u(x, t) = e−
t

4l2 + 4
π

∞∑
n=0

1
(2n+1)((2n+1)2π2−1)

(
e−

t
4l2 − e−

(2n+1)2π2

4l2
t

)
×

× sin (2n+1)πx
2l ; 8) u(x, t) = e−(π2+1)tex sinπx;

9) u(x, t) = (u1 − u0)e
−At + u0;

10) u(x, t) = 8l4

a2π5

∞∑
n=1

1
(2n−1)5

(
1− e−(

a(2n−1)π
l )

2
t
)
sin (2n−1)πx

l ;

11) u(x, t) = u0+2u0tx+
256u0

π5

∞∑
n=1

1
(2n−1)5

(
1− e−(

(2n−1)π
2 )

2
t
)
sin (2n−1)πx

2 ;

12) u(x, t) = 100x
l + 400

π2

∞∑
n=1

(−1)n−1

(2n−1)2 e
−( (2n−1)aπ

l )
2
t sin (2n−1)πx

l .

Д3. u(x, t) = At(1− x
l )−

∞∑
n=1

2Al2

n3π3a2 (1− e−( anπ
l )2t) sin nπx

l або

u(x, t) = At(1− x
l )−

Al2

6a2 ((
x
l )

3−3(xl )
2+2(xl ))+

2Al2

π3a2

∞∑
n=1

1
n3 e

−( anπ
l )2t sin nπx

l .

Д4. u(x, t) = 8u0

π3

∞∑
k=0

1
(2k+1)3 e

−( a(2k+1)π
l )

2
t sin (2k+1)πx

l .

Д5. u(x, t) = T1+T2

2 + T1−T2

2 Φ( x
2a

√
t
), де Φ(x) := 2√

π

x∫
0

e−t2dt.

Д6. u(x, t) = A(1− x
l ) sinωt−

2ωA
π

∞∑
n=1

1
ne

−( anπ
l )2t sin nπx

l ×

×
t∫
0

e(
anπ

l )2τ cosωτdτ.

Д7. u(x, y, t) = A
q−1 (e

−t − e−qt) sin πx
p sin πy

2s , де q := a2π2( 1
p2 + 1

4s2 ).
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Тема 7. Розв’язування мiшаних задач для
гiперболiчних i параболiчних рiвнянь
методом Фур’є iз застосуванням
спецiальних функцiй

При розв’язуваннi задач математичної фiзики методом вiдо-
кремлення змiнних в областях з круговою, цилiндричною або сфе-
ричною симетрiями виникає необхiднiсть використання функцiй
Бесселя, полiномiв Лежандра, приєднаних полiномiв Лежандра та
сферичних функцiй, якi називаються спецiальними функцiями.

Звичайне диференцiальне рiвняння

d

dx
(p(x)

dy(x)

dx
) + (λρ(x)− q(x))y(x) = 0, (1)

де λ – стала; ρ, p′, p, q – неперервнi функцiї на [a, b], причому
p(x) ≥ 0, ρ(x) > 0, q(x) ≥ 0, x ∈ [a, b], i ρ – обмежена на [a, b], нази-
вається загальним рiвнянням теорiї спецiальних функцiй.

Спецiальнi функцiї – це розв’язки задачi Штурма–Лiувiлля
для деяких частинних випадкiв рiвняння (1).

10. Якщо p(x) = x, q(x) = ν2

x , ρ(x) = x, a = 0, b = l, то задача
Штурма–Лiувiлля для рiвняння (1) має вигляд

d

dx
(x
dy(x)

dx
) + (λx− ν2

x
)y(x) = 0, 0 < x < l; (2)

|y(x)| < +∞, x ∈ [0, l], y(l) = 0. (3)

Рiвняння (2) за допомогою замiни t =
√
λx зводиться до рiв-

няння Бесселя

d

dt
(t
dy(t)

dt
) + (t− ν2

t
)y(t) = 0. (2′)

Вiдомо [1, 11], що частинними розв’язками рiвняння (2′) є
функцiї Бесселя першого роду вiдповiдно порядку ν або −ν:

Jν(t) =

∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(ν + k + 1)

(
t

2

)ν+2k

,
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J−ν(t) =
∞∑
k=0

(−1)k

k!Γ(−ν + k + 1)

(
t

2

)−ν+2k

.

Цi функцiї є лiнiйно незалежними при нецiлих ν на всiй числовiй
осi. Якщо ж ν – цiле число, то вони є лiнiйно залежними i тодi
будують функцiю Бесселя другого роду ν-го порядку

Yν(t) =
Jν(t) cos νπ − J−ν(t)

sin νπ
,

яка є лiнiйно незалежною з Jν на R. Тому загальний розв’язок
рiвняння (2′) має вигляд

y(t) = C1Jν(t) + C2Yν(t). (4)

Доведено, що функцiя Jν є обмеженою на R при цiлих ν, а Yν
– необмеженою при t→ 0.

Правильними є такi рекурентнi спiввiдношення:

d

dt

(
Jν(t)

tν

)
= −Jν+1(t)

tν
, J ′

ν(t) = −Jν+1(t) +
ν

t
Jν(t), (5)

d

dt
(tνJν(t)) = tνJν−1, J ′

ν(t) = Jν−1(t)−
ν

t
Jν(t). (6)

Звiдси, зокрема, випливає, що

J ′
0(t) = −J1(t), J ′′

0 (t) = −J ′
1(t) =

1

t
J1(t)− J0(t). (7)

При iнтегруваннi функцiй Бесселя зручно користуватися рiв-
ностями

x∫
0

tν+1Jν(αt)dt =
xν+1

α
Jν+1(αx), (8)

x∫
0

t3J0(t)dt = 2x2J0(x) + (x3 − 4x)J1(x); (8′)
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z∫
0

tJν(αt)Jν(βt)dt =
z

α2 − β2
(Jν(αz)

d

dz
Jν(βz)−

−Jν(βz)
d

dz
Jν(αz)), α ̸= β; (9)

z∫
0

tJν(αt)dt =
α2z2 − ν2

2α2
J2
ν (αz) + (z

d

dz
Jν(αz))

2. (10)

Опишемо основнi властивостi функцiй Бесселя.
1. Нулi µk, k ∈ Z+, функцiї Бесселя Jν , тобто коренi рiвняння

Jν(t) = 0, при ν > −1 дiйснi й простi (крiм, можливо, µ0 = 0),
i їх множина µ1, µ2, ..., µk, ... не має скiнченних граничних точок
(|µk| → +∞ при k → +∞).

2. Якщо µk, µm – додатнi нулi функцiї Бесселя, то

l∫
0

tJν(
µkt

l
)Jν(

µmt

l
)dt =

{
0, µk ̸= µm,

l2

2 (J
′
ν(µm))

2, µk = µm.
(11)

3. За певних умов (див., наприклад, теорему Стеклова, тема
4), функцiя f розкладається у рiвномiрно збiжний ряд на [0, l] за
системою функцiй {Jν(µktl ), k ∈ N}, де µk – додатнi коренi рiвнян-
ня Jν(t) = 0,

f(t) =

∞∑
k=1

akJν(µk
t

l
), (12)

де коефiцiєнти ak обчислюються, згiдно з (11), за формулою

ak =
2

(lJ ′
ν(µk))

2

l∫
0

tf(t)Jν(
µkt

l
)dt, k ∈ N. (13)

Якщо ж µk, k ∈ N, – коренi рiвняння

αJν(t) + βtJ ′
ν(t) = 0,
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в якому α
β + ν > 0, ν > −1, то коєфiцiєнти розкладу (12) визнача-

ються за формулами

ak =
2

(1 + α2−β2ν2

β2µ2k
)l2J2

ν (µk)

l∫
0

tf(t)Jν(
µkt

l
)dt, k ∈ N. (14)

У випадку, коли α
β+ν = 0, ν > −1, розклад (12) треба замiнити

таким:

f(t) = a0t
ν +

∞∑
k=1

akJν(
µkt

l
), (15)

де

a0 =
2(ν + 1)

l2(ν+1)

l∫
0

tν+1f(t)dt,

а коефiцiєнти ak, k ∈ N, обчислюються за формулами (14).
Розглянемо тепер задачу (2), (3). Загальний розв’язок рiвнян-

ня (2), згiдно з (4), має вигляд

y(x) = C1Jν(
√
λx) + C2Yν(

√
λx). (16)

Задовольнивши функцiєю (16) умови (3), дiстанемо, що C2 = 0,
оскiльки функцiя Yν необмежена при x → 0, i C1Jν(

√
λl) = 0.

Коефiцiєнт C1 ̸= 0, бо нас цiкавить ненульовий розв’язок, а тому
Jν(

√
λl) = 0. Звiдси випливає, що

√
λl = µk, k ∈ N, де µk, k ∈ N, –

додатнi коренi рiвняння Jν(t) = 0.
Отже, власними числами задачi (2), (3) є λk = (µkl )

2, а вiдпо-
вiдними власними функцiями – yk(x) = Jν(

µk
l x), k ∈ N.

20. Якщо p(x) = 1− x2, ρ = 1, q = 0, a = −1, b = 1, то задача
Штурма–Лiувiлля для рiвняння (1) набуде вигляду

d

dx
((1− x2)

dy(x)

dx
) + λy(x) = 0, −1 < x < 1, (17)

|y(x)| < +∞, x ∈ [−1, 1]. (18)
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Доведено, що ця задача має розв’язки тодi й тiльки тодi, коли
λk = k(k+1), k ∈ Z+, i цими розв’язками є полiноми Лежандра

yk(x) = Pk(x) :=
1

2kk!

dk

dxk
(x2 − 1)k, −1 ≤ x ≤ 1, k ∈ Z+.

Вiдомо, що полiноми Лежандра є ортогональними на [−1, 1], а
саме:

1∫
−1

Pk(t)Pm(t)dt =

{
0, k ̸= m,
2

2m+1 , k = m.

Вiдзначимо, що всяка функцiя f , яка задовольняє умови тео-
реми Стеклова (тема 4), розкладається в ряд Фур’є за полiномами
Лежандра

f(x) =

∞∑
k=0

akPk(x), x ∈ [−1, 1],

де ak обчислюються за формулою

ak =
2k + 1

2

1∫
−1

f(x)Pk(x)dx, k ∈ Z+.

Наведемо вирази для Pk при k ∈ {0, 1, ..., 6}:

P0(x) = 1, P1(x) = x, P2(x) =
1

2
(3x2 − 1),

P3(x) =
1

2
(5x3 − 3x), P4(x) =

1

8
(35x4 − 30x2 + 3).

P5(x) =
1

8
(63x5−70x3+15x), P6(x) =

1

16
(231x6−315x4+105x2−5).

Якщо взяти x = cos θ, то дiстанемо

P0(cos θ) = 1, P1(cos θ) = cos θ, P2(cos θ) =
1

4
(3 cos 2θ + 1),
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P3(cos θ) =
1

8
(5 cos 3θ+3 cos θ), P4(cos θ) =

1

64
(35 cos 4θ+20 cos 2θ+9),

P5(cos θ) =
1

128
(63 cos 5θ + 35 cos 3θ + 30 cos θ),

P6(cos θ) =
1

512
(231 cos 6θ + 126 cos 4θ + 105 cos 2θ + 50).

Правильними є такi спiввiдношення:
1) |Pn(x)| ≤ 1, x ∈ [−1; 1];
2) Pn(−x) = (−1)nPn(x), x ∈ [−1; 1], Pn(1) = 1, Pn(−1) = (−1)n;

3) P2n−1(0) = 0, P2n(0) = (−1)n (2n)!
(2nn!)2

;

4) (n+ 1)Pn+1(x)− (2n+ 1)xPn(x) + nPn−1(x) = 0,
(2n+ 1)Pn(x) = P ′

n+1(x)− P ′
n−1(x), x ∈ [−1; 1];

5)
1∫

−1

Pn(x)dx =


1, n = 0,
0, n = 2k,

(−1)k (2k)!
22k+1k!(k+1)!

, n = 2k + 1, k ∈ N;

6)
1∫
0

xPn(x)dx =

{
0, n = 2k + 1,

(−1)k (2k−2)!
22k(k−1)!(k+1)!

, n = 2k, k ∈ N;

7) 1
2π

2π∫
0

P2n(cos θ)dθ =
(
Cn2n
22n

)2
;

8) 1
2π

2π∫
0

P2n+1(cos θ) cos θdθ =
Cn2nC

n+1
2n+2

24n+2 .

30. Якщо p(x) = 1−x2, q(x) = m2/(1−x2), m ≥ 0 – цiле, ρ = 1,
a = −1, b = 1, то задача Штурма–Лiувiлля для рiвняння (1)

d

dx
((1− x2)

dy(x)

dx
) + (λ− m2

1− x2
)y(x) = 0, −1 < x < 1,

|y(x)| < +∞, x ∈ [−1, 1],

має вiдповiдно такi власнi числа i функцiї:

λk = k(k + 1), yk = Pmk (x), k ∈ {m,m+ 1, ...},
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де Pmk – приєднанi полiноми Лежандра, якi визначаються за
формулами

Pmk (x) = (1− x2)m/2 d
mPk(x)
dxm , m > 0, k ≥ m;

P 0
k (x) = Pk(x), m = 0, k ≥ 0.

Ряд Фур’є за власними функцiями в цьому випадку має вигляд

f(x) =

∞∑
k=m

akP
m
k (x), x ∈ (−1, 1),

де

ak =
(2k + 1)(k −m)!

2(k +m)!

1∫
−1

f(x)Pmk (x)dx, k ≥ m,

i називається рядом Фур’є–Лежандра за приєднаними полi-
номами Лежандра.

Випишемо декiлька приєднаних полiномiв Лежандра в явному
виглядi, коли x = cos θ:

P 1
1 (cos θ) = sin θ, P 1

2 (cos θ) = 3 sin θ cos θ,

P 1
3 (cos θ) = sin θ

15 cos2 θ − 3

2
, P 2

3 (cos θ) = 15 sin2 θ cos θ,

P 3
3 (cos θ) = 15 sin3 θ, P 2

4 (cos θ) = sin2 θ

(
105

2
cos2 θ − 15

2

)
,

Pnn (cos θ) =
(2n)!

2nn!
sinn θ, 0 ≤ θ ≤ π.

Приклад 1. Знайти розв’язок рiвняння

utt(r, t) =
a2

r
(rur(r, t))r, 0 < r < l, t > 0, (19)

який задовольняє крайовi

|u(0, t)| < +∞, ur(l, t) = 0, t ≥ 0, (20)
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i початковi умови

u(r, 0) = 0, ut(r, 0) = r2, 0 < r < l. (21)

▹ Розв’язуватимемо задачу методом вiдокремлення змiнних. Тодi,
пiдставивши u(r, t) = X(r)T (t) у рiвняння (19) i крайовi умови (20),
дiстанемо, що

T ′′(t) + a2λ2T (t) = 0, (22)

1

r
(rX ′(r))r + λ2X(r) = 0, |X(0)| < +∞, X ′(l) = 0. (23)

Задача (23) є задачею Штурма–Лiувiлля. Рiвняння iз задачi (23)
є рiвнянням вигляду (2) з ν = 0, загальний розв’язок якого X(r) =
C1J0(λr)+C2Y0(λr). При r → 0 функцiя Y0(λr) → +∞, через те C2 = 0,
бо розв’язок повинен бути обмеженим. За умовою X ′(l) = 0, а тому
C1λJ

′
0(λl) = 0. Оскiльки C1 ̸= 0, бо iнакше X буде тривiальним розв’яз-

ком, то J ′
0(λl) = 0. За допомогою рiвностi J ′

0(x) = −J1(x) дiстанемо
рiвняння J1(λl) = 0. Це рiвняння має безлiч додатних дiйсних коренiв
µk, k ∈ N, тому власнi числа задачi (23) λk = µk

l , а власнi функцiї
Xk(r) = J0(

µk

l r), k ∈ N. Очевидно, що λ0 = 0 є також власним чи-
слом задачi (23), а власна функцiя, яка йому вiдповiдає, X0 = 1. Якщо
пiдставити замiсть λ його значення в рiвняння (22), то, розв’язавши
отриманi рiвняння, матимемо

T0(t) = A0t+B0, Tk(t) = Ak cos
aµkt

l
+Bk sin

aµkt

l
, k ∈ N.

Скориставшись принципом суперпозицiї, розв’язок задачi (19) – (21)
шукаємо у виглядi

u(r, t) = A0t+B0 +
∞∑
k=1

(
Ak cos

aµkt

l
+Bk sin

aµkt

l

)
J0

(µkr

l

)
,

0 ≤ r ≤ l, t ≥ 0. (24)

Задовольнивши початковi умови (21), матимемо
B0 +

∞∑
k=1

AkJ0(
µkr
l ) = 0,

A0 +
∞∑
k=1

Bk
aµk

l J0(
µkr
l ) = r2, 0 ≤ r ≤ l.
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Звiдси, скориставшись формулою (13), одержимо що B0 = 0, Ak = 0,
k ∈ N, a

A0 =
2

l2

l∫
0

r3dr =
l2

2
,

Bk =
l

aµk

2

l2J2
0 (µk)

l∫
0

r3J0(
µkr

l
)dr =

∣∣∣∣ µkr
l = z,

µk

l dr = dz,
r 0 l
z 0 µk

∣∣∣∣ =
=

2l4

aµklJ2
0 (µk)µ4

k

µk∫
0

z3J0(z)dz =
2l3

aµ5
kJ

2
0 (µk)

(2µ2
kJ0(µk)+

+(µ3
k − 4µk)J1(µk)) =

4l3

aµ3
kJ0(µ1)

, бо J1(µk) = 0, k ∈ N.

Пiдставивши A0, B0, Ak, Bk, k ∈ N, у (24), дiстанемо розв’язок
задачi (19) – (21)

u(r, t) =
l2t

2
+

4l3

a

∞∑
k=1

sin aµk

l t

µ3
kJ0(µk)

J0(
µk

l
r), 0 ≤ r ≤ l, t ≥ 0. ◃

Приклад 2. Знайти температуру необмеженого кругового цилiн-
дра {0 < r < R0}, якщо його початкова температура дорiвнює u0, а на
бiчну поверхню подається зовнi, починаючи з моменту t = 0, постiйний
тепловий потiк з густиною q.

▹ Задача зводиться до знаходження розв’язку рiвняння

ut(r, t) = a2(urr(r, t) +
1

r
ur(r, t)), 0 < r < R0, t > 0, (25)

який задовольняє умови

|u(0, t)| < +∞, ur(R0, t) =
q

k
, t ≥ 0; (26)

u(r, 0) = u0, 0 ≤ r ≤ R0. (27)

Оскiльки крайовi умови неоднорiднi, то розв’язок задачi (25) – (27)
шукатимемо у виглядi u = w + v, де w – розв’язок рiвняння (25), який
задовольняє крайовi умови (26). Вигляд крайових умов пiдказує, що
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w зручно шукати у виглядi w(r, t) = At + Cr2. Пiсля пiдстановки w у
рiвняння i крайовi умови, дiстанемо

A = a2(2C +
1

r
2Cr), 2CR0 =

q

k

або

A =
2a2q

kR0
, C =

q

2kR0
,

а це означає, щo

w(r, t) =
q

kR0
(2a2t+

r2

2
), 0 ≤ r ≤ R0, t ≥ 0. (28)

Тодi для v матимемо задачу

vt(r, t) = a2(vrr(r, t) +
1

r
vr(r, t)), 0 < r < R0, t > 0, (29)

|v(0, t)| < +∞, vr(R0, t) = 0, t ≥ 0, (30)

v(r, 0) = u0 − w(r, 0) = u0 −
qr2

2kR0
, 0 ≤ r ≤ R0. (31)

Задачу розв’язуватимемо методом Фур’є, тобто шукатимемо нетри-
вiальнi розв’язки рiвняння (29), якi задовольняють крайовi умови (30),
у виглядi v(r, t) = X(r)T (t). Пiсля пiдстановки v у (29) i (30), одержимо

T ′(t) + (aλ)2T (t) = 0, (32)

X ′′(r) +
1

r
X ′(r) + λ2X(r) = 0, |X(0)| < +∞, X ′(R0) = 0. (33)

У прикладi 1 показано, що власними числами задачi (33) є λ0 =
0, λn = µn

R0
, n ∈ N, а власними функцiями – вiдповiдно X0(r) = 1,

Xn(r) = J0(
µn

R0
r), n ∈ N, де µn – дiйснi додатнi коренi рiвняння J1(µ) = 0.

Розв’язками рiвняння (32) при λ = λn, n ∈ Z+, є функцiї T0(t) = A0,
Tn(t) = Anexp{−(aµn

R0
)2t}, n ∈ N. Складемо ряд

v(r, t) = A0 +
∞∑

n=1

Anexp{−(
aµn

R0
)2t}J0(

µnr

R0
)

i задовольнимо початкову умову (31):

A0 +
∞∑

n=1

AnJ0(
µn

R0
r) = u0 −

q

2R0k
r2, 0 ≤ r ≤ R0.
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Звiдси одержуємо, що

A0 =
2

R2
0

R0∫
0

r(u0 −
q

2R0k
r2)dr = u0 −

qR0

4k
,

An =
2

R2
0J

2
0 (µn)

R0∫
0

r(u0 −
r2q

2R0k
)J0(

µn

R0
r)dr =

∣∣∣∣∣∣
µnr
R0

= z, µn

R0
dr = dz,

r 0 R0

z 0 µn

∣∣∣∣∣∣ =
=

2

R2
0J

2
0 (µn)

(
R0

µn

)2
u0 µn∫

0

zJ0(z)dz −
q

2R0k

µn∫
0

z3J0(z)dz

 =

=
2

R2
0J

2
0 (µn)

(
u0
R2

0

µn
J1(µn)−

q

2R0k

R4
0

µ4
n

(2µ2
nJ0(µn)+

+(µ3
n − 4µn)J1(µn))

)
= − 2R0q

µ2
nJ0(µn)k

, бо J1(µn) = 0, n ∈ N.

Тому

v(r, t) = u0 −
qR0

4k
− 2R0q

k

∞∑
n=1

1

µ2
n

J0(
µn

R0
r)

J0(µn)
exp{−(

aµn

R0
)2t},

0 ≤ r ≤ R0, t ≥ 0. (34)

Врахувавши (28) i (34), дiстанемо, що розв’язок задачi (25) – (27)
має вигляд

u(r, t) =
q

kR0
(2a2t+

r2

2
) + u0 −

qR0

4k
− 2R0q

k

∞∑
n=1

1

µ2
n

J0(
µn

R0
r)

J0(µn)
×

×exp{−(
aµn

R0
)2t}, 0 ≤ r ≤ R0, t ≥ 0. ◃

Приклад 3. Знайти розв’язок рiвняння

utt(x, t) = uxx(x, t) +
1

x
ux(x, t) + (sin t+ cos t)J0(µkx),

0 < x < 1, t > 0, (35)
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який задовольняє крайовi

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0, (36)

i початковi умови

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1, (37)

де µk – додатний корiнь рiвняння J0(µ) = 0.
▹ Оскiльки рiвняння (35) неоднорiдне, то розв’язок слiд шукати у

виглядi суми двох функцiй u = w + v, де функцiю w вибираємо так,
щоб вона задовольняла рiвняння (35) i крайовi умови (36), тобто була
розв’язком задачi

wtt(x, t) = wxx(x, t) +
1
xwx(x, t) + (sin t+ cos t)J0(µkx),

0 < x < 1, t > 0,
|w(0, t)| < +∞, w(1, t) = 0, t ≥ 0.

(38)

Тодi функцiя v буде розв’язком такої задачi:

vtt(x, t) = vxx(x, t) +
1
xvx(x, t), 0 < x < 1, t > 0,

|v(0, t)| < +∞, v(1, t) = 0, t ≥ 0,
v(x, 0) = −w(x, 0), vt(x, 0) = −wt(x, 0), 0 ≤ x ≤ 1.

(39)

Шукатимемо розв’язок задачi (38) у виглядi

w(x, t) = (C1 sin t+ C2 cos t)J0(µkx). (40)

Пiдставимо w у неоднорiдне рiвняння

(−C1 sin t− C2 cos t)J0(µk) = (C1 sin t+ C2 cos t)

(
d2

dx2
(J0(µkx))+

+
1

x

d

dx
(J0(µkx))

)
+ (sin t+ cos t)J0(µkx). (41)

Оскiльки J0(µkx) є розв’язком рiвняння

d2

dx2
(J0(µkx)) +

1

x

d

dx
(J0(µkx)) + µ2

kJ0(µkx) = 0,

то з (41) дiстаємо

(µ2
k − 1)(C1 sin t+ C2 cos t)J0(µkx) = (sin t+ cos t)J0(µkx).
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Прирiвнюючи коефiцiєнти при sin t i cos t у правiй i лiвiй частинах рiв-
ностi, одержуємо (µ2

k−1)C1 = 1, (µ2
k−1)C2 = 1, а тому C1 = C2 = 1

µ2
k−1

.
Отже, w(x, t) = 1

µ2
k−1

(sin t+ cos t)J0(µkx).

Задачу (39) розв’язуватимемо методом вiдокремлення змiнних.
Пiдставивши v(x, t) = X(x)T (t) у рiвняння, дiстанемо

T ′′(t) + λ2T (t) = 0, (42)

X ′′(x) +
1

x
X ′(x) + λ2X(x) = 0. (43)

Загальний розв’язок рiвняння (43)

X(x) = AJ0(λx) +BY0(λx). (44)

Задовольнивши функцiєю v крайовi умови (39), матимемо

|X(0)| < +∞, X(1) = 0. (45)

Тодi
B = 0, AJ0(λ) = 0.

Оскiльки A ̸= 0, то J0(λ) = 0. Звiдси випливає, що λn = µn, n ∈ N,
де µn – додатнi коренi рiвняння J0(x) = 0, є власними числами зада-
чi Штурма–Лiувiлля (43), (45), а вiдповiдними власними функцiями –
Xn(x) = J0(µnx), n ∈ N. Пiдставивши λ = λn в рiвняння (42) i розв’язав-
ши одержане рiвняння, дiстанемо Tn(t) = An cosµnt+Bn sinµnt, n ∈ N.
Утворимо ряд

v(x, t) =
∞∑

n=1

(An cosµnt+Bn sinµnt)J0(µnx), 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0,

i задовольнимо початковi умови. Матимемо
∞∑

n=1
AnJ0(µnx) = − 1

µ2
k−1

J0(µkx),

∞∑
n=1

BnµnJ0(µnx) = − 1
µ2
k−1

J0(µkx), 0 ≤ x ≤ 1.
(46)

З (46) одержуємо, що Ak = − 1
µ2
k−1

, An = 0, n ̸= k; Bk = −1
µk(µ2

k−1)
,

Bn = 0, n ̸= k. Отже,

v(x, t) = − 1

µ2
k − 1

(cosµkt+
1

µk
sinµkt)J0(µkx), 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0.
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Остаточно розв’язок задачi (35) – (37) запишеться так:

u(x, t)=
1

µ2
k − 1

(sin t+cos t−cosµkt−
1

µk
sinµkt)J0(µkx), 0 ≤ x ≤ 1, t ≥ 0. ◃

Вправи
О1. Розв’язати мiшану задачу:
1) utt = a2(urr +

1
rur), 0 < r < l, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(l, t) = 0, t ≥ 0,

u(r, 0) = l
100J0

(µ1r
l

)
, ut(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ l,

де µ1 – додатний корiнь рiвняння J0(µ) = 0;

2) utt = a2(urr +
1
rur), 0 < r < b, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(b, t) = 0, t ≥ 0,

u(r, 0) = 0, ut(r, 0) = 1− r2

b2
, 0 ≤ r ≤ b;

3) utt = uxx +
1
xux + 2 cos 2t, 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 1
2(
J0(2x)
J0(2)

− 1) + J0(µ1x),

ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,
де µ1 – додатний корiнь рiвняння J0(µ) = 0;

4) utt = uxx +
1
xux −

u
x2

+ etJ1(µkx), 0 < x < 1, t > 0,
|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

де µk – додатний корiнь рiвняння J1(µ) = 0;

5) utt = uxx +
1
xux −

u
x2
, 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = sin 2t cos t, t ≥ 0,

u(x, 0) = 0, ut(x, 0) =
J1(x)
2J1(1)

+ 3
2
J1(3x)
J1(3)

, 0 ≤ x ≤ 1;

6) utt = uxx +
1
xux −

9u
x2
, 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = J3(µ1x), ut(x, 0) = J3(µ1x), 0 ≤ x ≤ 1,

де µ1 – додатний корiнь рiвняння J3(µ) = 0;
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7) utt = uxx +
1
xux −

9u
x2

+ e−tJ3(µkx), 0 < x < 1, t > 0,
|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

де µk – додатний корiнь рiвняння J3(µ) = 0;

8) ut = xuxx + ux − 1
4xu+ tJ1(µk

√
x), 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

де µk – додатний корiнь рiвняння J1(µ) = 0;

9) ut = uxx +
1
xux −

1
x2
u+ sin tJ1(µkx), 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

де µk – додатний корiнь рiвняння J1(µ) = 0;

10) ut = a2(urr +
1
rur), 0 < r < R0, t > 0,

ur(R0, t) = h(u1 − u(R0, t)), t ≥ 0,
u(r, 0) = u0, 0 ≤ r ≤ R0,

де u0, u1 – сталi;

11) ut = a2(urr +
1
rur), 0 < r < R0, t > 0,

ur(R0, t) = h(u1 + αt− u(R0, t)), t ≥ 0,
u(r, 0) = u0, 0 ≤ r ≤ R0,

де α – стала.
О2. Знайти вiльнi коливання закрiпленої по контуру одно-

рiдної круглої мембрани радiуса R0, якщо в початковий мо-
мент вiдхилення в кожнiй точцi визначалось рiвнiстю u(r, φ, 0) =

AJ0

(
µ1r
R0

)
, 0 ≤ r ≤ R0, 0 < φ ≤ 2π, де µ1 – перший додатний ко-

рiнь рiвняння J0(µ) = 0, а початковi швидкостi точок мембрани
дорiвнювали Ba, де a – стала з рiвняння коливань, A i B – сталi.

С1. Вивчити вiльнi коливання однорiдної круглої мембрани
радiуса R0, яка закрiплена по краю, якщо в початковий момент
часу вона була поверхнею параболоїда обертання, а початковi
швидкостi дорiвнювали нулю.

С2. Кругла однорiдна мембрана радiуса R0 закрiплена по кон-
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туру i знаходиться у станi рiвноваги при натягу T . У момент часу
t = 0 до поверхнi мембрани прикладено рiвномiрне навантаження
P0 sinωt. Знайти радiальнi коливання мембрани.

С3. Дано необмежений круговий цилiндр радiуса R0. Знайти
розподiл температури всерединi цилiндра в момент часу t > 0,
якщо:

1) на поверхнi цилiндра пiдтримується нульова температура,
а температура всерединi цилiндра в початковий момент часу до-
рiвнює AJ0(µkrR0

), 0 ≤ r ≤ R0, де µk – додатний корiнь рiвняння
J0(µ) = 0;

2) через поверхню вiдбувається конвективний теплообмiн iз
середовищем, температура якого дорiвнює u1, а початкова темпе-
ратура дорiвнює u0.

С4. Знайти температуру нескiнченного кругового цилiндра
радiуса R0, якщо його початкова температура дорiвнює u0 =
const, а на поверхню зовнi подається з моменту часу t = 0 те-
пловий потiк густини q.

С5. Однорiдна кругла мембрана радiуса R0 з центром у почат-
ку координат i закрiпленою межею здiйснює поперечнi коливання
в середовищi без опору. Вивчити коливання мембрани, якi викли-
канi початковою швидкiстю u0 точок мембрани.

С6. Вивчити осесиметричнi коливання круглої мембрани ра-
дiуса R0, якi викликанi ударним iмпульсом P , що прикладений в
момент t = 0 i розподiлений по площi круга радiуса ε.

С7. Розв’язати мiшану задачу:
1) utt = uxx +

1
xux + (t2 + 1)J0(µkx), 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,
де µk > 0 – корiнь рiвняння J0(µ) = 0;

2) utt = uxx +
1
xux, 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = cos 2t, t ≥ 0,

u(x, 0) = J0(2x)
J0(2)

, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1;
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3) utt = a2(urr +
1
rur), 0 < r < R0, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, ur(R0, t) = B cosωt, t ≥ 0,
u(r, 0) = 0, ut(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R0;

4) ut = a2(urr +
1
rur), 0 < r < R0, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, ur(R0, t) + hu(R0, t) = 0, t ≥ 0,
u(r, 0) = u0r

2, 0 ≤ r ≤ R0.

Домашнє завдання
Д1. Розв’язати мiшану задачу:
1) utt = uxx +

1
xux, 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = t− 1, t ≥ 0,
u(x, 0) = J0(µ1x)− 1, ut(x, 0) = 1, 0 ≤ x ≤ 1,

де µ1 – додатний корiнь рiвняння J0(µ) = 0;

2) utt = uxx +
1
xux − cos t, 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,

u(x, 0) = 1− J0(x)
J0(1)

, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1;

3) utt = uxx +
1
xux − u, 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = cos 2t+ sin 3t, t ≥ 0,

u(x, 0) = J0(x
√
3)

J0(
√
3)
, ut(x, 0) =

3J0(2x
√
2)

J0(2
√
2)
, 0 ≤ x ≤ 1;

4) utt = uxx +
1
xux −

9u
x2
, 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = J3(µ1x), 0 ≤ x ≤ 1,
де µ1 – додатний корiнь рiвняння J3(µ) = 0;

5) utt = uxx +
1
xux −

9u
x2

+ (t− t2)J3(µkx), 0 < x < 1, t > 0,
|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, ut(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1;

6) ut = uxx +
1
xux −

1
x2
u+ e−tJ1(µkx), 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = 0, 0 ≤ x ≤ 1,

де µk – додатний корiнь рiвняння J1(µ) = 0;
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7) ut = xuxx + ux − 9
4xu, 0 < x < 1, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(1, t) = 0, t ≥ 0,
u(x, 0) = J3(µk

√
x), 0 ≤ x ≤ 1,

де µk – додатний корiнь рiвняння J3(µ) = 0;

8) utt = a2(urr +
1
rur) + P sinωt, 0 < r < R0, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(R0, t) = 0, t ≥ 0,
u(r, 0) = 0, ut(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R0;

9) utt = a2(urr +
1
rur) +A sinωt, 0 < r < R0, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, ur(R0, t) + hu(R0, t) = 0, h > 0, t ≥ 0,
u(r, 0) = 0, ut(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R0;

10) utt = a2(urr +
1
rur) +

p0
ρ , 0 < r < R0, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(R0, t) = 0, t ≥ 0,
u(r, 0) = 0, ut(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R0.

Д2. Знайти розподiл температури всерединi необмеженого
кругового цилiндра радiуса R0 у момент часу t > 0, якщо поверх-
ня цилiндра пiдтримується при сталiй температурi u0, а початкова
температура всерединi цилiндра дорiвнює нулевi.

Вiдповiдi
О1. 1) u(r, t) = l

100 cos
aµ1t
l J0

(
µ1r
l

)
;

2) u(r, t) = 8b
a

∞∑
n=1

1
µ4
nJ1(µn)

sin aµnt
b J0

(
µnr
b

)
;

3) u(x, t) = 1
2 (

J0(2x)
J0(2)

− 1) cos 2t+ J0(µ1x) cosµ1t;
4) u(x, t) = 1

1+µ2
k
(et − cosµkt− 1

µk
sinµkt)J1(µkx);

5) u(x, t) = 1
2
J1(3x)
J1(3)

sin 3t+ 1
2
J1(x)
J1(1)

sin t;
6) u(x, t) = (cosµ1t+

1
µ1

sinµ1t)J3(µ1x);
7) u(x, t) = 1

µk(1+µ2
k)
(sinµkt− µk cosµkt+ µke

−t)J3(µkx);

8) u(x, t) = ( 16
µ2
k
e−

µ2
k
4 t + 4

µ2
k
(t− 4

µ2
k
))J1(µk

√
x);

9) u(x, t) = 1
1+µ4

k
(e−µ2

kt + µ2
k sin t− cos t)J1(µkx);

10) u(r, t) = u1 + 2(u1 − u0)
∞∑

n=1

J1(µn)e
−

a2µ2
nt

R2
0

µn(J2
0 (µn)+J2

1 (µn))
J0

(
µnr
R0

)
,
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де µn, n ∈ N, – додатнi коренi рiвняння µJ ′
0(µ) + hR0J0(µ) = 0. (∗)

Оскiльки, згiдно з (∗), J1(µn)
µn(J2

0 (µn)+J2
1 (µn))

= hR0

J0(µn)(µ2
n+h2R2

0)
, то розв’язок

можна подати у виглядi

u(r, t) = u1 + 2(u1 − u0)
∞∑

n=1

e
−

a2µ2
nt

R2
0

J0(µn)(µ2
n+h2R2

0)
J0

(
µnr
R0

)
;

11) u(r, t) = u0 + α

(
t+

r2−R2
0−

2R0
h

4a2

)
+

2hαR3
0

a2

∞∑
n=1

e
−

a2µ2
nt

R2
0 J0

(
µnr
R0

)
µ2
nJ0(µn)(µ2

n+h2R2
0)
,

де µn, n ∈ N, – додатнi коренi рiвняння (∗).

О2. utt(r, t) = a2
(
urr(r, t) +

1
rur(r, t)

)
, 0 < r < R0, t > 0,

u(R0, t) = 0, t ≥ 0,

u(r, 0) = AJ0

(
µ1r
R0

)
, ut(r, 0) = Ba, 0 ≤ r ≤ R0;

u(r, t) = A cos aµ1t
R0

J0

(
µ1r
R0

)
+ 2RB

∞∑
n=1

1
µ2
nJ1(µn)

sin aµnt
R0

J0

(
µnr
R0

)
.

С1. urr(r, t) +
1
rur(r, t) =

1
a2utt(r, t), 0 < r < R0, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(R0, t) = 0, t > 0,

u(r, 0) = A(1− r2

R0
), ut(r, 0) = 0, A = const, 0 ≤ r ≤ R0;

u(r, t) = 8A
∞∑
k=1

J0(µk
r
R )

µ3
kJ1(µk)

cos aµkt
R0

.

С2. urr(r, t) + 1
rur(r, t)−

1
a2utt(r, t) = −P0 sinωt

T , 0 < r < R0, t > 0,
|u(0, t)| < +∞, u(R0, t) = 0, t ≥ 0,
u(r, 0) = 0, ut(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R0;

u(r, t) = a2P0

Tω2 (
J0(

ω
a r)

J0(
ω
a R0)

− 1) sinωt− 2aP0R
3
0ω

t

∞∑
k=1

sin
aµkt

R0
J0(

µk
R0

r)

µ2
k(ω

2R2
0−a2µ2

k)J
′
0(µk)

.

С3. 1) ut = a2(urr +
1
rur), 0 < r < R0, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(R0, t) = 0, t ≥ 0,
u(r, 0) = AJ0

(
µkr
R0

)
, 0 ≤ r ≤ R0;

u(r, t) = Ae−(
aµk
R0

)2tJ0
(
µkr
R0

)
;
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2) ut = a2(urr +
1
rur), 0 < r < R0, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, ur(R0, t) + hu(R0, t) = u1, t ≥ 0,
u(r, 0) = u0, 0 ≤ r ≤ R0;

u(r, t) = u1 + 2(u1 − u0)hR0

∞∑
k=1

e
−(

aµk
R0

)2t

J0(µk)(µ2
k+h2R2

0)
J0(

µkr
R0

), де µk, k ∈ N, –

додатнi коренi рiвняння µJ ′
0(µ) + hR0J0(µ) = 0.

С4. ut(r, t) = a2(urr(r, t) +
1
rur(r, t)), 0 < r < R0, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, ur(R0, t) =
q
k , t ≥ 0,

u(r, 0) = u0, 0 ≤ r ≤ R0;

u(r, t) = u0 +
qR0

h

(
2a2t
R2

0
− 1

4 (1−
2r2

R2
0
)
)
−

∞∑
n=1

2
µ2
nJ0(µn)

e−( aµn
R0

)2tJ0(
µn

R0
r),

де µn, n ∈ N, – додатнi коренi рiвняння J1(µ) = 0.

С5. utt(r, t) = a2 1
r (rur(r, t))r, 0 < r < R0, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(R0, t) = 0, t ≥ 0,
u(r, 0) = 0, ut(r, 0) = u0, 0 ≤ r ≤ R0;

u(r, t) = 2R0u0

a

∞∑
k=1

1
µ2
kJ1(µk)

sin aµkt
R0

J0(
µkr
R0

),

де µk, k ∈ N, – додатнi коренi рiвняння J0(µ) = 0.

С6. 1
r (rur(r, t))r −

1
a2utt(r, t) = 0, 0 < r < R0, t > 0,

|u(r, t)| < +∞, 0 ≤ r ≤ R0, u(R0, t) = 0, t ≥ 0,

u(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R0, ut(r, 0) =

{
P

πε2ρ , 0 ≤ r ≤ ε,

0, ε < r ≤ R0;

u(r, t) = 2Pa
περ

∞∑
n=1

1
µ2
nJ

2
1 (µn)

J1

(
µnε
R0

)
J0

(
µn

r
R0

)
sin aµnt

R0
.

C7. 1) u(x, t) = (
2−µ2

k

µ4
k

cosµkt+
t2

µ2
k
+

µ2
k−2

µ4
k

)J0(µkx);

2) u(x, t) = J0(2x)
J0(2)

cos 2t;

3) u(r, t) = − aB

ωJ1(
ωR0
a )

J0(
ωr
a ) cosωt+ 2a2B

ω2R0
+2a2BR0

∞∑
n=1

cos aµnt
R0

J0(
µnr
R0

)

(ω2R0−a2µ2
n)J0(µn)

,
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де µn – додатнi коренi рiвняння J1(µ) = 0, ω2R2
0 ̸= a2µ2

n, n ∈ N;

4) u(r, t) = 2u0R
2
0

∞∑
k=1

2µkJ0(µk)+(µ2
k−4)J1(µk)

µk(µ2
k+h2R2

0)J
2
0 (µk)

e−(
aµk
R0

)2tJ0(
µkr
R0

),

де µk, k ∈ N, – додатнi коренi рiвняння µJ ′
0(µ) + hR0J0(µ) = 0.

Д1. 1) u(x, t) = t− 1 + J0(µ1x) cosµ1t; 2) u(x, t) = (1− J0(x)
J0(1)

) cos t;

3) u(x, t) = J0(x
√
3)

J0(
√
3)

cos 2t+ J0(2x
√
2)

J0(2
√
2)

sin 3t;

4) u(x, t) = 1
µ1
J3(µ1x) sinµ1t;

5) u(x, t) = 1
µ2
k
( 2
µ2
k
+ t− t2 − 1

µk
sinµkt− 2

µ2
k
cosµkt)J3(µkt);

6) u(x, t) = 1
µ2
k−1

(e−t − e−µ2
kt)J1(µkx); 7) u(x, t) = e−

µ2
kt

4 J3(µk
√
x);

8) u(r, t) = P
ω

( J0(
ω
a r)

J0(
ω
a R0)

− 1
)
sinωt +

2PωR3
0

a

∞∑
k=1

J0(
µk
a r) sin

aµk
R0

t

µ2
k(ω

2R2
0−µ2

ka
2)J1(µk)

,

де µk, k ∈ N, – додатнi коренi рiвняння J0(µ) = 0;

9) u(r, t) = A
ω2

ahJ0(
ωr
a )

ahJ0(
ωR0
a )−ωJ1(

ωR0
a )

+ 2A
ω2

∞∑
k=1

µ2
kJ1(µk)

(R2
0h

2+µ2
k)J

2
0 (µk)

(
1
µk

−

a2hR0

a2µ2
k−ω2R2

0

)
cos aµkt

R0
J0(

µkr
R0

), де µk, k ∈ N, – додатнi коренi рiвняння
µJ ′

0(µ) +R0J0(µ) = 0;

10) u(x, t) = p0

ρa2

(
R2

0−r2

4 − 2R2
0

∞∑
n=1

J0(
µnr
R0

)

µ2
nJ1(µn)

cos aµnt
R0

)
, де µn, n ∈ N, –

додатнi корeнi рiвняння J0(µ) = 0, а ρ – поверхнева густина маси мем-
брани.

Д2. u(x, t) = u0(1 + 2
∞∑

n=1

J0(
µn
R0

r)

µnJ ′
0(µn)

e−( aµn
R0

)2t), де µn, n ∈ N, – додатнi

корeнi рiвняння J0(µ) = 0, є розв’язком задачi

utt = a2(urr +
1
rur), 0 < r < R0, t > 0,

|u(0, t)| < +∞, u(R0, t) = u0, t ≥ 0,
u(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R0.
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Тема 8. Розв’язування крайових задач для рiвнянь
елiптичного типу методом вiдокремлення
змiнних Фур’є

При дослiдженнi стацiонарних, тобто, незалежних вiд часу,
процесiв рiзноманiтної природи, як правило, приходять до рiвнянь
елiптичного типу, з яких найпоширенiшими є рiвняння Лапласа

∆u(x) := ux1x1(x) + ux2x2(x) + ux3x3(x) = 0, x ∈ D ⊂ R3,

i рiвняння Пуассона (неоднорiдне рiвняння Лапласа)

∆u(x) := ux1x1(x) + ux2x2(x) + ux3x3(x) = f(x), x ∈ D ⊂ R3.

У випадку двох незалежних змiнних функцiя u не залежить
вiд x3 i доданок ux3x3 у рiвняннях вiдсутнiй.

Функцiя u називається гармонiчною в областi D, якщо вона
в цiй областi двiчi неперервно диференцiйовна i задовольняє рiв-
няння Лапласа.

Задача Кошi для рiвняння Лапласа, взагалi кажучи, некорект-
на [9]. Тому розглядають для цього рiвняння в основному крайовi
задачi. Сформулюємо постановку основних крайових задач для
рiвняння Лапласа в областi D з межею S.

1. Задача Дiрiхле (перша крайова задача). Знайти фун-
кцiю u, яка гармонiчна в областi D, неперервна в замиканнi D
областiD i збiгається на межi S iз заданою неперервною функцiєю
φ, тобто

u|S = φ ⇔ ∀ z ∈ S : lim
D∋x→z

u(x) = φ(z).

2. Задача Неймана (друга крайова задача). Знайти
функцiю u, яка гармонiчна в областiD, неперервно диференцiйов-
на в замиканнi D, i така, що її похiдна ∂ν⃗u у напрямку зовнiшньої
нормалi до гладкої поверхнi S збiгається в точках цiєї поверхнi з
заданою неперервною функцiєю φ, тобто

∂ν⃗u|S = φ ⇔ ∀ z ∈ S : lim
D∋x→z

∂ν⃗zu(x) = φ(z),
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де −→νz –зовнiшня нормаль у точцi z.
3. Третя крайова задача. Знайти функцiю u, яка гармо-

нiчна в областi D, неперервно диференцiйовна в замиканнi D, i
така, що лiнiйна комбiнацiя функцiї u i ї ї нормальної похiдної ∂ν⃗u
на гладкiй межi збiгається iз заданою неперервною функцiєю φ,
тобто

(∂ν⃗u+ au)|S = φ,

(цю рiвнiсть розумiють так само, як у випадку задач Дiрiхле й
Неймана).

Крайова задача для рiвняння Лапласа називається внутрiш-
ньою, якщо вона ставиться в обмеженiй областi, i зовнiшньою,
якщо – зовнi обмеженої областi. При постановцi зовнiшнiх задач
накладається ще умова поведiнки на нескiнченностi, а саме: для
тривимiрного випадку умова lim

|x|→+∞
u(x) = 0, а для двовимiрно-

го – умова обмеженостi.
Такi самi задачi ставляться i для рiвняння Пуассона.
Приклад 1. Знайти розв’язок задачi Дiрiхле для рiвняння Лапласа

в кiльцi, обмеженому концентричними колами радiусiв a i b.
▹ Задачу зручно записати в полярних координатах

urr(r, φ) +
1
rur(r, φ) +

1
r2uφφ(r, φ) = 0, a < r < b, 0 < φ < 2π, (1)

u(a, φ) = f(φ), u(b, φ) = g(φ), 0 ≤ φ ≤ 2π, (2)
u(r, 2π) = u(r, 0), a ≤ r ≤ b. (3)

Остання умова ставиться для забезпечення неперервностi розв’язку в
кiльцi. Розв’язуватимемо задачу (1) – (3) методом вiдокремлення змiн-
них:

u(r, φ) = X(r)Φ(φ), a < r < b, 0 < φ < 2π. (4)

Пiдстановка (4) в (1) i вiдокремлення змiнних дає двa звичайнi ди-
ференцiальнi рiвняння

r2X ′′(r) + rX ′(r)

X(r)
= −Φ′′(φ)

Φ(φ)
= λ;

r2X ′′(r) + rX ′(r)− λX(r) = 0, a ≤ r ≤ b,
Φ′′(φ) + λΦ(φ) = 0, 0 ≤ φ ≤ 2π.

(5)
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Друге з цих рiвнянь i умова (3) дають нам задачу Штурма–Лiувiлля

Φ′′(φ) + λΦ(φ) = 0, 0 ≤ φ ≤ 2π, (6)
Φ(0) = Φ(2π). (7)

При λ < 0 задача (6),(7) не може мати ненульового розв’язку, бо розв’яз-
ки рiвняння (6) є лiнiйними комбiнацiями показникових функцiй, а от-
же, не задовольняють умову (7). Тому λ ≥ 0. При λ > 0 загальний
розв’язок рiвняння (6) має вигляд

Φ(φ) = A cos
√
λφ+B sin

√
λφ.

Цей розв’язок буде перiодичним з перiодом 2π, тобто задовольнятиме
умову (7), якщо

√
λ = n, n ∈ N. Тому λn = n2, а

Φn(φ) = An cosnφ+Bn sinnφ, n ∈ N.

При λ = 0 загальний розв’язок рiвняння (6) Φ0 = A0 + B0φ задо-
вольняє умову (7) лише при B0 = 0. Отже, розв’язки задачi (6), (7)
мають вигляд

Φn(φ) = An cosnφ+Bn sinnφ, n ∈ Z+. (8)

Для знаходження X з (5) при λn = n2 дiстанемо рiвняння

r2X ′′(r) + rX ′(r)− n2X(r) = 0, n ∈ N. (9)

Це рiвняння Ейлера, розв’язок якого можна шукати у виглядi степене-
вої функцiї X(r) = rα. Пiсля пiдстановки в рiвняння i скорочення на rα
одержимо рiвняння для α : α(α − 1) + α − n2 = 0. Звiдси знаходимо,
що α = ±n i, отже, загальний розв’язок рiвняння (9) має вигляд

Xn(r) = Cnr
n +Dnr

−n, n ̸= 0, (10)

При n = 0 розв’язки rn i r−n збiгаються, тобто лiнiйно залежнi, i (10) не
є загальним розв’язком. Але в цьому випадку рiвняння (9) має вигляд
r(rX ′)′ = 0, звiдки знаходимо, що

X0(r) = C0 +D0 ln r. (11)

Врахувавши (4), (8), (10) i (11), розв’язок задачi (1) – (3) шукати-
мемо у виглядi

u(r, φ) = (C0 +D0 ln r)A0 +
∞∑

n=1

(Cnr
n +Dnr

−n)(An cosnφ+Bn sinnφ),
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a ≤ r ≤ b, 0 ≤ φ ≤ 2π. (12)

Для зручностi введемо позначення:
A0C0=:a0, A0D0=:b0, AnCn=:an, AnDn=:bn,

BnCn=:cn, BnDn=:dn, n ∈ N.
Тодi (12) набуде вигляду

u(r, φ) = a0 + b0 ln r+
∞∑

n=1

((anr
n + bnr

−n) cosnφ+ (cnr
n + dnr

−n) sinnφ),

a ≤ r ≤ b, 0 ≤ φ ≤ 2π. (12′)

Задовольнимо крайовi умови (2):
a0+b0 ln a+

∞∑
n=1

((ana
n+bna

−n) cosnφ+(cna
n+dna

−n) sinnφ)=f(φ),

a0+b0 ln b+
∞∑

n=1
((anb

n+bnb
−n) cosnφ+(cnb

n+dnb
−n) sinnφ)=g(φ),

0 ≤ φ ≤ 2π.

Звiдси одержуємо, що
a0 + b0 ln a = 1

2π

2π∫
0

f(φ)dφ =: f0,

a0 + b0 ln b =
1
2π

2π∫
0

g(φ)dφ =: g0;


ana

n + bna
−n = 1

π

2π∫
0

f(φ) cosnφdφ =: f1n,

anb
n + bnb

−n = 1
π

2π∫
0

g(φ) cosnφdφ =: g1n;
cna

n + dna
−n = 1

π

2π∫
0

f(φ) sinnφdφ =: f2n,

cnb
n + dnb

−n = 1
π

2π∫
0

g(φ) sinnφdφ =: g2n.

Розв’язавши цi системи, знайдемо значення коефiцiєнтiв

a0 =
f0 ln b− g0 ln a

ln b− ln a
, b0 =

g0 − f0
ln b− ln a

,
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an =
g1na

−n − f1nb
−n

( ba )
n − (ab )

n
, bn =

f1nb
n − g1na

n

( ba )
n − (ab )

n
, (12′′)

cn =
g2na

−n − f2nb
−n

( ba )
n − (ab )

n
, dn =

f2nb
n − g2na

n

( ba )
n − (ab )

n
, n ∈ N.

Пiдставивши їх у (12′), одержимо розв’язок задачi Дiрiхле для кiль-
ця:

u(r, φ)=
f0 ln

b
r + g0 ln

r
a

ln b
a

+
∞∑

n=1

[(
(( br )

n − ( rb )
n)f1n

( ba )
n − (ab )

n
+

(( ra )
n − (ar )

n)g1n

( ba )
n − (ab )

n

)
×

× cosnφ+
(( br )

n − ( rb )
n)f2n + (( ra )

n − (ar )
n)g2n

( ba )
n − (ab )

n
sinnφ

]
,

a ≤ r ≤ b, 0 ≤ φ ≤ 2π. ◃
Вище розглянуто задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа в кiльцi. Ïї

розв’язок визначається формулою (12′), де коефiцiєнти a0, b0, an, bn,
cn, dn, n ∈ N, знаходяться за формулами (12′′).

Якщо ж область не кiльце, а круг KR(0) := {(r, φ)| 0 < r < R, 0 <
φ < 2π} або його зовнiшнiсть, то матимемо вiдповiдно внутрiшню або
зовнiшню задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа. Розв’язок кожної з цих
задач легко одержується з формули (12′) i має вигляд

u(r, φ) = a0 +
∞∑

n=1

(an cosnφ+ cn sinnφ)r
n, 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ φ ≤ 2π,

для внутрiшньої задачi Дiрiхле i вигляд

u(r, φ) = a0 +

∞∑
n=1

(bn cosnφ+ dn sinnφ)r
−n, r ≥ R, 0 ≤ φ ≤ 2π,

для зовнiшньої задачi Дiрiхле, де коефiцiєнти a0, an, bn, cn, dn, n ∈ N,
знаходяться за формулами (12′′).

Приклад 2. Розв’язати задачу Дiрiхле в секторi:

urr(r, φ) +
1

r
ur(r, φ) +

1

r2
uφφ(r, φ) = 0, 0 < r < 1, 0 < φ <

π

3
, (13)

u(1, φ) =
9

8
πφ(

π

3
− φ), 0 ≤ φ ≤ π

3
, (14)
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u(r, 0) = 0, u(r,
π

3
) = 0, 0 ≤ r ≤ 1. (15)

▹ Як i в прикладi 1, розв’язок задачi (13) – (15) шукатимемо у ви-
глядi (4). Задача Штурма–Лiувiлля у цьому випадку має вигляд

Φ′′(φ) + λΦ(φ) = 0, Φ(0) = 0, Φ(
π

3
) = 0,

власними числами якої є (див. тему 4) λk = 9k2, а власними функцiями
– Φk(φ) = sin 3kφ, k ∈ N.

З (5) дiстанемо рiвняння для визначення Xk

r2X ′′
k (r) + rX ′

k(r)− 9k2Xk(r) = 0, k ∈ N,

розв’язками якого є функцiї

Xk(r) = Akr
3k +Bkr

−3k.

Оскiльки функцiї uk = XkΦk повиннi бути неперервними в замиканнi
сектора, зокрема, i в точцi r = 0, то Bk = 0. Отже, розв’язок задачi (13)
– (15) шукатимемо у виглядi ряду

u(r, φ) =

∞∑
k=1

Akr
3k sin 3kφ, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ π

3
.

Задовольнивши крайову умову (14), одержимо спiввiдношення для
визначення коефiцiєнтiв Ak, k ∈ N:

∞∑
k=1

Ak sin 3kφ =
9

8
πφ(

π

3
− φ), 0 ≤ φ ≤ π/3.

Звiдси випливає, що

Ak =
6

π

π/3∫
0

9

8
πφ(

π

3
− φ) sin 3kφdφ =

{
0, k = 2n,

1
(2n+1)3 , k = 2n+ 1, n ∈ Z+.

Остаточно дiстанемо, що розв’язок задачi (13) – (15) має вигляд

u(r, φ) =
∞∑

n=0

1

(2n+ 1)3
r3(2n+1) sin 3(2n+1)φ, 0 ≤ r ≤ 1, 0 ≤ φ ≤ π

3
. ◃
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Приклад 3. Розв’язати задачу Неймана в крузi радiуса R0 з цен-
тром у початку координат:

urr(r, φ) +
1

r
ur(r, φ) +

1

r2
uφφ(r, φ) = 4a, 0 < r < R0, 0 < φ < 2π, (16)

ur(R0, φ) = 2R0(1 + cos 2φ), 0 ≤ φ ≤ 2π. (17)

▹ Оскiльки рiвняння (16) неоднорiдне, то розв’язок задачi (16), (17)
треба шукати у виглядi суми двох функцiй u = w + v, де функцiя w
визначається так, щоб вона задовольняла неоднорiдне рiвняння (16).
Очевидно, що w можна шукати у виглядi степеневої функцiї

w(r) = Crα. (18)

Пiдставивши (18) у (16), дiстанемо рiвняння Cα2rα−2 = 4a, звiдки α =
2, C = a. Отже, w(r) = ar2. Функцiя v, як легко бачити, є розв’язком
задачi Неймана для однорiдного рiвняння:

vrr(r, φ) +
1

r
vr(r, φ) +

1

r2
vφφ(r, φ) = 0, (16′)

vr(R0, φ) = 2R0(1 + cos 2φ)− 2aR0. (17′)

Крiм того, v повинна бути обмеженою i задовольняти умову перiодично-
стi (3). Оскiльки має виконуватись необхiдна умова розв’язностi вну-

трiшньої задачi Неймана, тобто
2π∫
0

(2R0(1 + cos 2φ)− 2aR0) dφ = 0, то

a = 1.
Мiркуючи аналогiчно до того, як у прикладi 1, приходимо до фор-

мули (12′), але в нiй треба взяти b0 = bn = dn = 0, бо точка r = 0
належить до областi. Тому

v(r, φ) =
∞∑

n=0

rn(an cosnφ+ cn sinnφ), 0 ≤ r ≤ R0, 0 ≤ φ ≤ 2π.

Задовольнимо крайову умову (17′), де a = 1, тобто умову vr(R0, φ) =
2R0 cos 2φ:

∞∑
n=1

nRn−1
0 (an cosnφ+ cn sinnφ) = 2R0 cos 2φ, 0 ≤ φ ≤ 2π. (20)
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Iз спiввiдношення (20) випливає, що коефiцiєнти a2 = 1, an = 0,
n ∈ N \ {2}, i cn = 0, n ∈ N. Тому v = a0 + r2 cos 2φ, де a0 – довiль-
не дiйсне число. Отже,

u(r, φ) = r2 + a0 + r2 cos 2φ, 0 ≤ r ≤ R0, 0 ≤ φ ≤ 2π,
а це означає, що наша задача має безлiч розв’язкiв. Якщо додатково
задати значення функцiї хоча б в однiй точцi (r1, φ1) областi, то зада-
ча матиме єдиний розв’язок, бо тодi стала a0 = u(r1, φ1) − 2r21 sin

2 φ1

визначається однозначно. ◃
Зауваження 1. Внутрiшня задача Неймана ∆u = f у D,

∂ν⃗u|S = ψ має розв’язок лише за умови
∫
D

f(x)dx =
∫
S

ψ(x)dS. Цей

розв’язок визначається з точнiстю до сталого доданка. Зокрема,
для прикладу 3 ця умова виконується при a = 1. Справдi, f = 4a,
ψ = 2R0(1 + cos 2φ), D – круг радiуса R0, S – його межа (коло),∫
D

f(x)dx = 4aπR2
0,
∫
S

ψ(x)dS =
2π∫
0

2R0(1 + cos 2φ)R0dφ = 2R2
02π.

Отже, при R0 ̸= 0 4aπR2
0 = 2R2

0 · 2π тодi й тiльки тодi, коли
a = 1.

Приклад 4. Розв’язати задачу

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0, 0 < x < a, 0 < y < b, (21)

u(0, y) = 0, ux(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b, (22)

u(x, 0) = f(x), u(x, b) = g(x), 0 ≤ x ≤ a. (23)

▹ Це третя крайова задача, оскiльки на однiй частинi межi {x = a,
0 ≤ y ≤ b} задана похiдна в напрямку нормалi, а на рештi межi – сама
функцiя. Ненульовий розв’язок рiвняння (21) при однорiдних крайових
умовах (22) шукаємо, як i ранiше, у виглядi добутку u(x, y) = X(x)Y (y).
Пiсля вiдокремлення змiнних маємо, враховуючи (22), задачу Штурма–
Лiувiлля

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 ≤ x ≤ a, X(0) = X ′(a) = 0, (24)

власними числами якої є λk =
( (2k+1)π

2a

)2, а вiдповiдними власними
функцiями – Xk(x) = sin (2k+1)π

2a x, k ∈ Z+. Для визначення Y ма-
ємо рiвняння Y ′′

k − λkYk = 0, k ∈ Z+, розв’язками яких є функцiї
Yk(y) = Ake

√
λky + Bke

−
√
λky, k ∈ Z+. Тепер розв’язок задачi (21) –
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(23) шукатимемо у виглядi

u(x, y) =
∞∑
k=0

(Ake
(2k+1)π

2a y +Bke
− (2k+1)π

2a y) sin
(2k + 1)π

2a
x. (25)

Пiдставивши (25) у (23), одержимо спiввiдношення
∞∑
k=0

(Ak +Bk) sin
(2k + 1)π

2a
x = f(x),

∞∑
k=0

(Ake
(2k+1)π

2a b +Bke
− (2k+1)π

2a b) sin
(2k + 1)π

2a
x = g(x), 0 ≤ x ≤ a.

Звiдси випливає, що{
Ak +Bk = fk,

Ake
(2k+1)π

2a b +Bke
− (2k+1)π

2a b = gk, k ∈ Z+,

де

fk =
2

a

a∫
0

f(z) sin
(2k + 1)π

2a
zdz, gk =

2

a

a∫
0

g(z) sin
(2k + 1)π

2a
zdz, k ∈ Z+,

– коефiцiєнти розкладу в ряд Фур’є функцiй f , g за власними функ-
цiями задачi (24). Легко бачити, що

Ak =
gk − fke

− (2k+1)π
2a b

2sh (2k+1)π
2a b

, Bk =
fke

− (2k+1)π
2a b − gk

2sh (2k+1)π
2a b

, k ∈ Z+,

де shθ = eθ−e−θ

2 .
Якщо пiдставити знайденi коефiцiєнти в (25), то одержимо розв’я-

зок вихiдної задачi у виглядi

u(x, y) =

∞∑
k=0

fksh
(2k+1)π

2a (b− y) + gksh
(2k+1)π

2a y

sh (2k+1)π
2a y

sin
(2k + 1)π

2a
x,

0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b. ◃ (26)

Зауваження 2. З формули (26) можна одержати розв’язок задачi
у пiвсмузi uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0, 0 < x < a, 0 < y < +∞,
u(0, y) = 0, ux(a, y) = 0; u(x, 0) = f(x), lim

y→+∞
u(x, y) = 0.

151



▹ Справдi,

lim
b→+∞

sh (2k+1)π
2a (b− y)

sh (2k+1)π
2a b

= e−
(2k+1)π

2a y.

Тодi, враховуючи, що gk = 0, k ∈ Z+, з (26) одержимо

u(x, y) =
∞∑
k=0

fke
− (2k+1)π

2a y sin
(2k + 1)π

2a
x =

=
∞∑
k=0

(
2

a

a∫
0

f(z) sin
(2k + 1)π

2a
zdz)e−

(2k+1)π
2a y sin

(2k + 1)π

2a
x =

=

a∫
0

f(z)G(x, y, z)dz,

де

G(x, y, z) :=
2

a

∞∑
k=0

e−
(2k+1)π

2a y sin
(2k + 1)π

2a
x sin

(2k + 1)π

2a
z. ◃

Зауваження 3. Якщо крайовi умови (22) i (23) одночасно
неоднорiднi, то розв’язок задачi можна шукати у виглядi суми
u = w+ v, де w – розв’язок задачi типу (21) – (23) з однорiдними
крайовими умовами (22) за змiнною x, а v – розв’язок аналогiчної
задачi з неоднорiдними крайовими умовами (23) за змiнною y.

Якщо ж рiвняння неоднорiдне i знаходження частинного роз-
в’язку надто складне або порушує однорiднiсть крайових умов, то
можна шукати розв’язок задачi у виглядi ряду Фур’є за власними
функцiями вiдповiдної однорiдної задачi (див. тему 5).

Приклад 5. Розв’язати внутрiшню задачу Дiрiхле для рiвняння
Пуассона

uxx(x, y) + yyy(x, y) = f(x, y), 0 < x < π, 0 < y < π, (27)

u(0, y) = 0, u(π, y) = 0, 0 ≤ y ≤ π,
u(x, 0) = 0, u(x, π) = 0, 0 ≤ x ≤ π.

(28)
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▹ Для знаходження власних функцiй вiдповiдної задачi (див. попе-
реднiй приклад) маємо задачу Штурма–Лiувiлля

X ′′(x) + λX(x) = 0, 0 ≤ x ≤ π, X(0) = 0, X(π) = 0,

власними числами якої є λk = k2, а власними функцiями – Xk(x) =
sin kx, k ∈ N. Розв’язок задачi (27), (28) шукатимемо тепер у виглядi

u(x, y) =
∞∑
k=1

Yk(y) sin kx, 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π, (29)

де Yk – невiдомi функцiї.
Пiдстановка (29) у (27) дає рiвнiсть

∞∑
k=1

(Y ′′
k (y)− k2Yk(y)− fk(y)) sin kx = 0, 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π, (30)

де fk(y) := 2
π

π∫
0

f(z, y) sin kzdz, 0 < y < π, k ∈ N, – коефiцiєнти розкладу

правої частини рiвняння (27) у ряд Фур’є за власними функцiями sin kx,
k ∈ N, вiдповiдної однорiдної задачi. З (30) випливає, що

Y ′′
k (y)− k2Yk(y) = fk(y), 0 ≤ y ≤ π, k ∈ N. (31)

Якщо ж задовольнити крайовi умови (28), то дiстанемо

Yk(0) = 0, Yk(π) = 0, k ∈ N. (32)

Загальний розв’язок рiвняння (31)

Yk(y) = Akshky +Bkshk(π − y) +
1

k

y∫
0

fk(z)shk(y − z)dz, k ∈ N, (33)

де Ak, Bk, k ∈ N, – довiльнi сталi. Пiдберемо їх так, щоб задовольнялись
умови (32):

Bkshkπ = 0, Akshkπ +
1

k

π∫
0

fk(z)shk(π − z)dz = 0, k ∈ N.
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Знайшовши звiдси Ak i Bk, k ∈ N, i пiдставивши їх у (33), одержимо,
що

Yk(y) =
1

k

y∫
0

fk(z)shk(y− z)dz−
shky

k shkπ

π∫
0

fk(z)shk(π− z)dz, k ∈ N. (34)

Iз (29) i (34) отримуємо розв’язок поставленої задачi

u(x, y) =
∞∑
k=1

shkπ

y∫
0

fk(z)shk(y − z)dz− shky

π∫
0

fk(z)shk(π − z)dz

×

× sin kx

k shkπ
, 0 ≤ x ≤ π, 0 ≤ y ≤ π. ◃

Вправи
О1. Знайти функцiю u, гармонiчну в Π := {(x, y)| 0 < x < l,

0 < y < l}, яка задовольняє крайовi умови

u(x, 0) = x(l − x), u(x, l) = x(l − x), 0 ≤ x ≤ l,
u(0, y) = 0, u(l, y) = 0, 0 ≤ y ≤ l.

О2. Знайти розв’язок u рiвняння Лапласа в прямокутнику
Π := {(x, y)| 0 < x < p, 0 < y < s}, який задовольняє крайовi
умови:

1) ux(0, y) = 0, ux(p, y) = 0, 0 ≤ y ≤ s,
u(x, 0) = A, u(x, s) = Bx, 0 ≤ x ≤ p;

2) ux(0, y) = 0, ux(p, y) = 0, 0 ≤ y ≤ s,
u(x, 0) = A, u(x, s) = B, 0 ≤ x ≤ p.

О3. Знайти розв’язок рiвняння Пуассона uxx + uyy = −2 все-
рединi прямокутника Π := {(x, y)| 0 ≤ x ≤ a, − b

2 ≤ y ≤ b
2}, який

на межi цього прямокутника дорiвнює нулю.
О4. Знайти гармонiчну функцiю u всерединi прямокутника

Π := {(x, y)| 0 ≤ x ≤ a, 0 ≤ y ≤ b}, якщо на його межi заданi
значення u :

1) u(0, y) = Ay(b− y), u(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b,
u(x, 0) = B sin πx

a , u(x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a,
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де A i B – сталi;

2) u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b,
u(x, 0) = 2 sin πx

a , u(x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a.

О5. Знайти функцiю u, гармонiчну всерединi кiльцяK1,2(0) :=
{(r, φ)| 1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π}, яка задовольняє крайовi умови:

1) u(1, φ) = 0, u(2, φ) = 2A sinφ, 0 ≤ φ ≤ 2π;
2) ur(1, φ) = 39 cos 3φ, u(2, φ) = 4 sinφ, 0 ≤ φ ≤ 2π;
3) u(1, φ) = 13 cos 3φ, ur(2, φ) = sinφ, 0 ≤ φ ≤ 2π.
О6. Розв’язати задачу для рiвняння Лапласа в кiльцi

KR1,R2(0) := {(r, φ)| R1 ≤ r ≤ R2, 0 ≤ φ ≤ 2π} за умови, що
ur(R1, φ) = A sin2 φ, u(R2, φ) = B cosφ, 0 ≤ φ ≤ 2π.
О7. Знайти гармонiчну в крузi KR(0) := {(r, φ)| 0 < r < R,

0 < φ < 2π} функцiю, яка задовольняє умову:
1) u(R,φ) = A+B sinφ, 0 ≤ φ ≤ 2π;
2) ur(R,φ) = A sinφ+B sin3 φ, 0 ≤ φ ≤ 2π;
3) u(R,φ) = A sinφ, 0 ≤ φ ≤ 2π;
4) u(R,φ) = A sin3 φ+B, 0 ≤ φ ≤ 2π;

5) u(R,φ) =
{
A sinφ, 0 ≤ φ ≤ π,
1
3A sin3 φ, π ≤ φ ≤ 2π.

О8. Знайти гармонiчну всерединi круга радiуса R з центром
у початку координат функцiю, яка задовольняє умову ur|r=R =
A cosφ.

О9. Знайти функцiю, гармонiчну всерединi одиничного круга
з центром у початку координат i таку, що u(r, φ)|r=1 = cos4 φ.

О10. Розв’язати задачу Неймана в кiльцi KR1,R2(0) := {(r, φ)|
R1 < r < R2, 0 < φ < 2π} для рiвняння Лапласа за умови, що
ur(r, φ)|r=R1 = A sinφ, ur(r, φ)|r=R2 = B sin 2φ, 0 ≤ φ ≤ 2π.

О11. Розв’язати рiвняння Пуассона uxx + uyy = 12(x2 − y2)
у кiльцi K := {(x, y)| a2 < x2 + y2 < b2}, якщо u|x2+y2=a2 = 0,
∂ν⃗u|x2+y2=b2 = 0.

О12. У круговому секторi D := {(r, φ)| 0< r < R, 0< φ < α}
знайти гармонiчну функцiю, яка задовольняє крайовi умови
uφ(r, 0) = 0, uφ(r, α) = 0, 0 ≤ r ≤ R, u(R,φ) = u0φ, 0 ≤ φ ≤ α.
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О13. Знайти у пiвсмузi D := {(x, y)| 0 < x < π, 0 < y < +∞}
розв’язок рiвняння Лапласа, який задовольняє крайовi умови

u(0, y) = 0, u(π, y) = 0, 0 ≤ y < +∞,
u(x, 0) = A(1− x

π ), lim
y→+∞

u(x, y) = 0, 0 ≤ x ≤ π.

О14. Знайти розв’язок рiвняння ∆u = −y cosx у пiвкрузi
K+ := {(x, y)| x2 + y2 < 1, y > 0}, який задовольняє на межi
пiвкруга умови

u = 0 при y = 0,

u =
√
1− x2(cosx− 1

2) при y > 0.

О15. Зовнi круга KR(0) := {(r, φ)| 0 < r < R, 0 < φ < 2π}
знайти розв’язок рiвняння Лапласа, який задовольняє крайову
умову u(R,φ) = u0 sin

φ
2 .

О16. Розв’язати задачу:
1) uxx(x, y) + uyy(x, y) = 2, 0 < x < 1, 0 < y < 1,

ux(0, y) = y − 1, ux(1, y) = y + 1, 0 ≤ y ≤ 1,
uy(x, 0) = x, uy(x, 1) = x, 0 ≤ x ≤ 1;

2) uxx(x, y) + uyy(x, y) = 6x+ 12y, 0 < x < 2, 0 < y < 1
2 ,

ux(0, y) = 1 + 3y2, ux(2, y) = 1 + 3y2, 0 ≤ y ≤ 1
2 ,

uy(x, 0) = 0, uy(x,
1
2) = 3x+ 3

2 + 2 cosπx, 0 ≤ x ≤ 2.
С1. Знайти розв’язок u рiвняння Лапласа в прямокутнику

Π := {(x, y)| 0 < x < a, 0 < y < b}, який задовольняє такi крайовi
умови:

u(0, y) = y(b− y), u(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b,
uy(x, 0) = 0, uy(x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a.

С2. Знайти електростатичне поле всерединi областi, яка обме-
жена електропровiдними пластинами y = 0, y = b i x = 0, якщо
пластина x = 0 заряджена до потенцiалу v0 = const, пластини
y = 0, y = b заземленi, а заряди всерединi заданої областi вiдсу-
тнi.

С3. Знайти розподiл потенцiалу електростатичного поля все-
рединi прямокутника Π := {(x, y)| 0 < x < a, 0 < y < b}, в якого
вздовж сторони {x = 0, 0 < y < b} потенцiал дорiвнює u0, а три
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iншi сторони заземлено. Електричнi заряди всерединi прямоку-
тника вiдсутнi.

С4. Знайти функцiю, гармонiчну всерединi круга K1(0) i таку,
що u(1, φ) = sin6 φ+ cos6 φ, 0 ≤ φ ≤ 2π.

С5. Розв’язати задачу про рiвновагу напiвкруглої мембрани
радiуса R пiд рiвномiрним навантаженням q.

С6. Знайти закон стацiонарного розподiлу температури всере-
динi необмеженого кругового цилiндра радiуса R, якщо на його
поверхнi пiдтримується температура u(R,φ) = u0 sinφ.

С7. Знайти розв’язок рiвняння Пуассона ∆u = A в кiльцi
KR1,R2(0) за умови, що

u(R1, φ) = u1, u(R2, φ) = u2, 0 ≤ φ ≤ 2π,
де A, u1, u2 – заданi числа.

С8. Розв’язати задачу:
1) urr(r, φ) +

1
rur(r, φ) +

1
r2
uφφ(r, φ) = 2,

1 < r < 2, 0 < φ < π
2 ,

ur(1, φ) = 1, ur(2, φ) = 2 cosφ+ 2, 0 ≤ φ ≤ π
2 ,

uφ(r, 0) = 0, uφ(r,
π
2 ) = 0, 1 ≤ r ≤ 2;

2) urr(r, φ) +
1
rur(r, φ) +

1
r2
uφφ(r, φ) = −10 cos 3φ,

1 < r < 2, 0 < φ < π
6 ,

u(1, φ) = 2(cos 3φ+ 2 cos 6φ), ur(2, φ) = 8 cos 3φ, 0 ≤ φ ≤ π
6 ,

uφ(r, 0) = 0, uφ(r,
π
6 ) = −6r2, 1 ≤ r ≤ 2.

С9. Знайти функцiю u, яка гармонiчна в кiльцi KR1,R2(0) :=
{(r, φ)| R1 < r < R2, 0 < φ < 2π} i задовольняє умови:

1) ur(R1, φ) = A sinφ, ur(R2, φ) = B sin 2φ, 0 ≤ φ ≤ 2π;
2) ur(R1, φ) = A sin2 φ, u(R2, φ) = B cosφ, 0 ≤ φ ≤ 2π.

Домашнє завдання
Д1. Знайти розв’язок u рiвняння Лапласа в прямокутнику Π:=

{(x, y)| 0 < x < p, 0 < y < s}, який задовольняє крайовi умови:

1) ux(0, y) = 0, u(p, y) = 0, 0 ≤ y ≤ s,
u(x, 0) = 0, uy(x, s) = Bx, 0 ≤ x ≤ p;

2) ux(0, y) = 0, ux(p, y) = 0, 0 ≤ y ≤ s,
u(x, 0) = A, u(x, s) = B cos 3πx

p , 0 ≤ x ≤ p.
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Д2. Знайти форму рiвноваги однорiдної прямокутної мембра-
ни Π := {(x, y)| 0 < x < a, 0 < y < b}, яка закрiплена по краях,
якщо до мембрани прикладено нормальний тиск P на одиницю
площi.

Д3. Знайти функцiю, яка гармонiчна в кiльцi K1,2(0) :=
{(r, φ)|1 < r < 2, 0 < φ < 2π} i така, що u(1, φ) = 1 + cos2 φ,
u(2, φ) = sin2 φ, 0 ≤ φ ≤ 2π.

Д4. Знайти гармонiчну в крузi KR(0) := {(r, φ)| 0 < r < R,
0 < φ < 2π} функцiю, яка задовольняє крайову умову u(R,φ) =
= A cosφ.

Д5. Розв’язати задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа в крузi
K2(0) := {(x, y)| x2 + y2 < 4}:

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0, u(x, y)|x2+y2=4 = x2.

Д6. Розв’язати задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа в кiльцi
K2,3(0) := {(x, y)| 4 < x2 + y2 < 9}:

uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0,
u(x, y)|x2+y2=4 = x, u(x, y)|x2+y2=9 = y.

Д7. Знайти функцiю, яка гармонiчна всерединi круга радiуса
R з центром у початку координат i така, що ur(R,φ) = sin3 φ.

Д8. Знайти розв’язок рiвняння Пуассона
uxx(x, y) + uyy(x, y) = −Axy

в крузi радiуса R з центром у початку координат, який задоволь-
няє крайову умову u(x, y)|x2+y2=R2 = 0.

Д9. У круговому секторi D := {(r, φ)| 0 < r < R, 0 < φ < α}
знайти гармонiчну функцiю, яка задовольняє крайовi умови:

1) u(r, 0) = 0, u(r, α) = 0, 0 ≤ r ≤ R,
u(R,φ) = Aφ, 0 ≤ φ ≤ α;

2) u(r, 0) = 0, u(r, α) = 0, 0 ≤ r ≤ R,
ur(R,φ) = Q, 0 ≤ φ ≤ α.

Д10. Знайти розв’язок рiвняння Лапласа
uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0
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у прямокутнику Π := {(x, y)| 0 < x < a, 0 < y < b}, якщо на межi
цього прямокутника вiн набуває значень:

u(0, y) = A sin πy
b , u(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b,

u(x, 0) = B sin πx
a , u(x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a.

Д11. Зовнi круга KR(0) := {(r, φ)| 0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ φ ≤ 2π}
знайти розв’язок рiвняння Лапласа, який задовольняє умову:

1) ur(R,φ) = 3
2R

2 cos 2φ, 0 ≤ φ ≤ 2π;
2) ur(R,φ) = A sinφ+B sin3 φ, 0 ≤ φ ≤ 2π.
Д12. Знайти розв’язок задачi:
1) urr(r, φ) +

1
rur(r, φ) +

1
r2
uφφ(r, φ) = 3 + sinφ,

1 < r < 2, 0 < φ < 2π,
u(1, φ) = 1 + cos2 φ, u(2, φ) = sin2 φ, 0 ≤ φ ≤ 2π;

2) urr(r, φ) +
1
rur(r, φ) +

1
r2
uφφ(r, φ) = 18r,

1 < r < 4, 0 < φ < 2π,
ur(1, φ)− u(1, φ) = 1, u(4, φ) = 0, 0 ≤ φ ≤ 2π;

3) urr(r, φ) +
1
rur(r, φ) +

1
r2
uφφ(r, φ) = A sinφ,

1 < r < 2, 0 < φ < 2π,
u(1, φ) = 0, ur(2, φ) = A, 0 ≤ φ ≤ 2π;

4) urr(r, φ) +
1
rur(r, φ) +

1
r2
uφφ(r, φ) = 9r,

0 < r < 2, 0 < φ < 2π,
u(2, φ) = 12 sin 2φ, 0 ≤ φ ≤ 2π.

Вiдповiдi

О1. u(x, y) =
∞∑
k=0

8l2

(2k+1)3π3
1

sh(2k+1)π

(
sh (2k+1)π(l−y)

l +

+sh (2k+1)πy
l

)
sin (2k+1)πx

l .

О2. 1) u(x, y) = A+ Bp−2A
2s y − 4Bp

π2

∞∑
k=1

1
(2k+1)2

sh
(2k+1)π

p y

sh
(2k+1)πs

p

cos (2k+1)πx
p ;

2) u(x, y) = A+ B−A
s y.

О3. u(x, y) = x(a− x)− 8a2

π3

∞∑
k=0

1
(2k+1)3

ch
(2k+1)πy

a

ch
(2k+1)πb

2a

sin (2k+1)πx
a .
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О4. 1) u(x, y) = B
sin π

a (b−y)

sin πb
a

sin πx
a + 8Ab2

π3

∞∑
k=0

1
(2k+1)3

sh
(2k+1)π(a−x)

b

sh
(2k+1)πa

b

×

× sin (2k+1)πy
b ; 2) u(x, y) = 2

shπ
a (b−y)

shπb
a

sin πx
a .

О5. 1) u(r, φ) = 8
3Ash(ln r) sinφ;

2) u(r, φ) = 8
5 (r +

1
r ) sinφ− 13

63 (r
3 − 64

r3 ) cos 3φ;

3) u(r, φ) = 4
5 (r −

1
r ) sinφ+ 1

5 (r
3 + 64

r3 ) cos 3φ.

О6. u(r, φ) = 1
2AR1(ln r− ln R2)+

R2B
R2

2+R2
1

(
r +

R2
1

r

)
cosφ+

AR3
1

4(R4
2+R4

1)
×

×
(
− r2 +

R4
2

r2

)
cos 2φ.

О7. 1) u(r, φ) = A+ B
R r sinφ;

2) u(r, φ) = A0 +(A+ 3
4B)r sinφ− B

12R2 r
3 sin 3φ, де A0 – довiльна стала;

3) u(r, φ) = A r
R sinφ;

4) u(r, φ) = B + 3A
R r sinφ− 4A r3

R3 sin 3φ;

5) u(r, φ) = A r
R sinφ− 8A

π

∞∑
k=1

(
r
R

)2k cos 2kφ
4k2−9 .

У випадках 4) i 5) скористатися формулою sin3 φ = 3 sinφ− 4 sin 3φ.
О8. u(r, φ) = Ar cosφ+A0, де A0 – стала.
О9. u(r, φ) = 3

8 + r2

2 cos 2φ+ r4

8 cos 4φ.

О10. u(r, φ) = B0+
AR2

1

R2
1−R2

2

(
r +

R2
2

r

)
sinφ+

BR3
2

2(R4
2−R4

1)

(
r2 − R4

1

r2

)
sin 2φ,

B0 ∈ R.
О11. u(r, φ) = ((a4 + b4)r4 − (a6 + 2b6)r2 − (a2 − 2b2)a

4b4

r2 ) cos 2φa4+b4 .

О12. u(r, φ) = u0α
2 − 4u0α

π2

∞∑
k=0

1
(2k+1)2 (

r
R )(2k+1)π/α cos (2k+1)πφ

α .

О13. u(x, y) = 2A
π

∞∑
n=1

1
ne

−ny sinnx.

О14. u(x, y) = y(cosx− 1
2 ).

О15. u(r, φ) = 2u0

π + 4uo

π

∞∑
k=1

1
1−4k2 (

R
r )

k cos kφ.

О16. 1) u(x, y) = xy+x2−x+C, C – стала; 2) u(x, y) = x(1+3y2)+

2y3 + 2 chπy
πshπ

2
cosπx+ C, C – стала, shθ = eθ−e−θ

2 , chθ = eθ+e−θ

2 .

С1. u(x, y) = − b2x
6a + b2

6 + b2

π2

∞∑
m=1

sh
2mπ(x−a)

b

m2sh 2mπa
b

cos 2mπy
b .

С2. uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0, 0 < x < +∞, 0 < y < b,
u|x=0 = v0, lim

x→+∞
u(x, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b,

u|y=0 = 0, u|y=b = 0, 0 ≤ x < +∞;
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u(x, y) = 4v0
π

∞∑
n=0

e−
2n+1

b πx 1
2n+1 sin

(2n+1)πy
b .

С3. uxx(x, y) + uyy(x, y) = 0, 0 < x < a, 0 < y < b,
u(0, y) = u0, u(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b,
u(x, 0) = 0, u(x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a;

u(x, y) = 4u0

π

∞∑
k=0

sh
(2k+1)π(a−x)

b

(2k+1)sh
(2k+1)aπ

b

sin (2k+1)πy
b .

С4. u(r, φ) = 5
8+

3
8r

4 cos 4φ. Використати тотожнiсть sin6 φ+cos6 φ =
5
8 + 3

8 cos 4φ.

С5. 1
r (rur(r, φ))r +

1
r2uφφ(r, φ) = − q

T , 0 < r < R, 0 < φ < π,
|u(0, φ)| < +∞, u(R,φ) = 0, 0 ≤ φ ≤ π,
u(r, 0) = 0, u(r, π) = 0, 0 ≤ r ≤ R;

u(r, φ) = − qr2 sin2 φ
2T + 4qR2

πT

∞∑
k=0

(
r
R

)2k+1 1
(2k+1)(4−(2k+1)2) sin(2k + 1)φ.

С6. urr(r, φ) + 1
rur(r, φ) +

1
r2uφφ(r, φ) = 0, 0 < r < R, 0 < φ < 2π,

|u(r, φ)| < +∞, 0 ≤ r ≤ R, u(R,φ) = u0 sinφ, 0 ≤ φ ≤ 2π,
u(r, 2π) = u(r, 0), 0 ≤ r ≤ R;

u(r, φ) = u0
r
R sinφ.

С7. u(r, φ) = u2 +
A
4 (r

2 −R2
2) +

u1−u2+
A
4 (R2

2−R2
1)

lnR2−lnR1
ln R2

r .

C8. 1) u(r, φ) = r2

2 + 8(r4+1)
15r2 cos 2φ+ C, C – стала;

2) u(r, φ) = 2r2 cos 3φ+ 4
1+212

(
r6 + 212

r6

)
cos 6φ.

C9. 1) u(r, φ) = AR2
1

R2
1−R2

2

(
r +

R2
2

r

)
sinφ+

BR3
2

2(R4
1−R4

2)

(
r2 +

R4
1

r2

)
sin 2φ;

2) u(r, φ) = AR1

2 (ln r − lnR2)+
BR2 cosφ
R2

1+R2
2

(
r +

R2
1

r

)
+

AR3
1 cos 2φ

4(R4
1+R4

2)

(
−r2 + R4

2

r2

)
.

Д1. 1) u(x, y) = 8Bp2

π3

∞∑
k=0

(−1)kπ2(2k+1)2−2

(2k+1)3ch
(2k+1)πs

2p

sh (2k+1)πy
2p cos (2k+1)πx

2p ;

2) u(x, y) = A− A
s y +B

sh 3πy
p

sh 3πs
p

cos 3πx
p .

Д2. uxx(x, y) + uyy(x, y) = −P
T , 0 < x < a, 0 < y < b,

u(0, y) = 0, u(a, y) = 0, 0 ≤ y ≤ b,
u(x, 0) = 0, u(x, b) = 0, 0 ≤ x ≤ a;

u(x, y) = P
2T (x(a− x) − 8a3

π3

∞∑
n=0

sin
(2n+1)πx

a

(2n+1)3
ch

(2n+1)π(b−2y)
2a

ch
(2n+1)πb

2a

, T – сила натягу

мембрани.
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Д3. u(r, φ) = 3
2 − ln r

ln 2 + ( 2
3r2 − 1

6r
2) cos 2φ.

Д4. u(r, φ) = A
Rr cosφ.

Д5. urr(r, φ) + 1
rur(r, φ) +

1
r2uφφ(r, φ) = 0, 0 < r < 2, 0 < φ < 2π,

|u(r, φ)| < +∞, 0 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π,
u(2, φ) = 4 cos2 φ = 2 + 2 cos 2φ, 0 ≤ φ ≤ 2π,

u(r, 2π) = u(r, 0), 0 ≤ r ≤ 2;

u(r, φ) = 2 + 1
2r

2 cos 2φ або u(x, y) = 2 + 1
2 (x

2 − y2).

Д6. urr(r, φ) +
1
rur(r, φ) +

1
r2uφφ(r, φ) = 0, 2 < r < 3, 0 < φ < 2π,

u(2, φ) = 2 cosφ, u(3, φ) = 3 sinφ, 0 ≤ φ ≤ 2π,
u(r, 2π) = u(r, 0), 2 ≤ r ≤ 3;

u(r, φ) =
(
−4

5r +
36
5 r

−1
)
cosφ+

(
9
5r −

36
5 r

−1
)
sinφ.

Д7. u(r, φ) = 1
4 (3r sinφ− r3

3R2 sin 3φ) + C, C – стала.
Д8. u(r, φ) = Ar2

24 (R2 − r2) sin 2φ. Розв’язок шукати у виглядi u =

w+v, де w = −Axy
12 (x2+y2) = −Ar4 sin 2φ

24 – частинний розв’язок рiвняння
Пуассона, а v – розв’язок рiвняння Лапласа, який задовольняє умову
v(R,φ) = A

24R
4 sin 2φ.

Д9. 1) u(r, φ) = 2Aα
π

∞∑
k=1

(−1)k+1

k ( r
R )

kπ
α sin kπφ

α ;

2) u(r, φ) = 4αQR
π2

∞∑
k=0

1
(2k+1)2 (

r
R )

(2k+1)π
α sin (2k+1)πφ

α .

Д10. u(x, y) = A
sh

π(a−x)
b

shπa
b

sin πy
b +B

sh
π(b−y)

a

shπb
a

sin πx
a .

Д11. 1) u(r, φ) = − 3R5

2r2 cos 2φ+A0, A0 ∈ R;
2) u(r, φ) = −(A+ 3

4B)R
2

r sinφ+ BR4

12r3 sin 3φ+A0, A0 ∈ R.
Д12. 1) u(r, φ) = 3

4 (r
2 + 1)− 13 ln r

4 ln 2 + 1
9 (

4
r − 7r + 3r2) sinφ+

1
6 (

4
r2 − r2) cos 2φ;

2) u(r, φ) = 2r3 + 6 ln 2−128−131 ln r
2 ln 2+1 ;

3) u(r, φ) = 2A ln r − 2
17A(1 + 2 ln 2)(r2 − 1

r2 ) sin 2φ;
4) u(r, φ) = r3 − 8 + 3r2 sin 2φ.
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Тема 9. Метод Фур’є розв’язування крайових задач
для рiвнянь елiптичного типу.
Задачi, що вимагають застосування
спецiальних функцiй

Розв’язуючи крайову задачу для диференцiального рiвняння
iз частинними похiдними методом вiдокремлення змiнних Фур’є,
одержуємо задачу Штурма–Лiувiлля для звичайного диференцi-
ального рiвняння вигляду

(p(x)y′(x))′ − q(x)y(x) = λρ(x)y(x), a < x < b. (1)

Якщо коефiцiєнти рiвняння (1) мають особливостi на кiнцях
iнтервалу (наприклад, p(a) = 0 або q(b) = ±∞), то власними фун-
кцiями задачi Штурма–Лiувiлля є спецiальнi функцiї математи-
чної фiзики (див. тему 7). Зокрема, у випадку крайових задач
для рiвняння Лапласа в областях цилiндричної форми ми маємо
цилiндричнi функцiї (функцiї Бесселя), а в областях сферичної
форми – сферичнi функцiї (полiноми Лежандра, приєднанi полi-
номи Лежандра).

Крiм того, якщо коефiцiєнт p має в точцi a нуль першого по-
рядку, тобто p(x) = (x− a)p0(x), де p0(a) ̸= 0, y1 i y2 – два лiнiйно
незалежнi розв’язки рiвняння (1), причому один з цих розв’яз-
кiв має скiнченну границю при x → a (|y1(a)| ̸= +∞), то другий
розв’язок поблизу точки a необмежений (|y2(a)| = +∞). Iншими
словами, загальний розв’язок рiвняння (1) у класi функцiй, обме-
жених на вiдрiзку [a, b] (а саме такими повиннi бути гармонiчнi
функцiї), мiстить лише одну довiльну сталу, хоча рiвняння (1) є
рiвнянням другого порядку. У цьому випадку умова |y(a)| < +∞,
яка є, очевидно, однорiдною, вiдiграє роль крайової умови.

Приклад 1. Знайти стацiонарний розподiл температури всерединi
твердого тiла, яке має форму обмеженого цилiндра, якщо до нижньої
основи z = 0 пiдведено сталий тепловий потiк q, а бiчна поверхня r = R0

i верхня основа z = l пiдтримуються при нульовiй температурi. Розгля-
нути випадок напiвобмеженого цилiндра.
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▹ Задача зводиться до розв’язування рiвняння Лапласа в цилiндрич-
них координатах r, φ, z

∆u(r, φ, z) :=
1

r
(rur(r, φ, z))r + uzz(r, φ, z) +

1

r2
uφφ(r, φ, z) = 0,

0 < r < R0, 0 < φ < 2π, 0 < z < l,

при крайових умовах (див. приклад 3 теми 1)

u(R0, φ, z) = 0, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ z ≤ l,

−kuz(r, φ, 0) = q, u(r, φ, l) = 0,

0 ≤ r ≤ R0, 0 ≤ φ ≤ 2π.

Згiдно з симетрiєю розподiл температури не залежить вiд φ, тому u =
u(r, z). Будемо шукати розв’язок задачi у виглядi u(r, z) = X(r)Z(z).
Пiсля пiдстановки цiєї функцiї в рiвняння i вiдокремлення змiнних дi-
станемо такi два рiвняння:

rX ′′(r) +X ′(r) + λrX(r) = 0, 0 ≤ r ≤ R0, (2)

Z ′′(z)− λZ(z) = 0, 0 ≤ z ≤ l. (3)

Якщо в рiвняннi (2) зробити замiну ξ =
√
λr (r = ξ√

λ
, dX

dr = dX̃
dξ

√
λ,

d2X
dr2 = λd2X̃

dξ2 ), то одержимо рiвняння Бесселя d2X̃
dξ2 + 1

ξ
dX̃
dξ + X̃ = 0 або

(ξX̃ ′)′ + ξX̃ = 0, тобто p(ξ) = ξ. Загальним розв’язком цього рiвняння
(див. тему 7) є X̃(ξ) = AJ0(ξ)+BY0(ξ). Оскiльки нас цiкавлять обмеженi
розв’язки, то покладемо B = 0, бо Y0(ξ) → +∞ при ξ → 0. Отже,
X̃(ξ) = AJ0(ξ) або X(r) = AJ0(

√
λr). Використавши крайову умову

u(R0, φ, z) = 0, дiстанемо J0(
√
λR0) = 0. Коренi останнього рiвняння

позначимо через µn, тодi
√
λR0 = µn, λn = (µn

R0
)2 i Xn(r) = J0(

µnr
R0

), n ∈
N. Цi функцiї ортогональнi з вагою ρ(r) = r на [0, R0]. Тепер розглянемо
рiвняння

Z ′′
n(z)− λnZn(z) = 0, n ∈ N, 0 ≤ z ≤ l.

Розв’язком цього рiвняння є

Zn(z) = Ane
µn
R0

z +Bne
−µn

R0
z, 0 ≤ z ≤ l, n ∈ N.

Отже, розв’язок вихiдної задачi шукатимемо у виглядi

u(r, z) =
∞∑

n+1

(Ane
µn
R0

z +Bne
−µn

R0
z)J0(

µn

R0
r), 0 ≤ r ≤ R0, 0 ≤ z ≤ l.
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Для знаходження An i Bn, n ∈ N, використаємо iншi двi крайовi умови:

∞∑
n=1

(An −Bn)
µn

R0
J0(

µn

R0
r) = − q

k
,

∞∑
n=1

(Ane
µn
R0

l +Bne
−µn

R0
l)J0(

µn

R0
r) = 0, 0 ≤ r ≤ R0.

Цi рiвностi справджуються, якщо

An −Bn = −R0

µn

2

R2
0J

2
1 (µn)

R0∫
0

r
q

k
J0(

µn

R0
r)dr,

Ane
µn
R0

l +Bne
−µn

R0
l = 0, n ∈ N.

Обчислимо iнтеграл
R0∫
0

rJ0(
µn

R0
r)dr, скориставшись формулою (8) з

теми 7 при ν = 0, α = 1:
x∫
0

ξJ0(ξ)dξ = xJ1(x). Маємо

R0∫
0

rJ0(
µn

R0
r)dr =

R2
0

µ2
n

µn∫
0

yJ0(y)dy =
R2

0

µn
J1(µn).

Тодi для визначення коефiцiєнтiв An i Bn, n ∈ N, дiстанемо систему
рiвнянь 

An −Bn = − 2R0q
kµ2

nJ1(µn)
,

Ane
µn
R0

l +Bne
−µn

R0
l = 0.

Звiдси випливає, що

An = Ce−
µn
R0

l, Bn = −Ce−
µn
R0

l, де C =
R0q

kµ2
nJ1(µn)ch

µn

R0
l
, n ∈ N.

Остаточно маємо

u(r, z) =
2R0q

k

∞∑
n=1

J0(
µn

R0
r)

µ2
nJ1(µn)ch

µn

R0
l
sh
µn

R0
(l − z), 0 ≤ r ≤ R0, 0 ≤ z ≤ l.
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При l → +∞ з останньої формули дiстаємо

u(r, z) =
2R0q

k

∞∑
n=1

J0(
µn

R0
r)

µ2
nJ1(µn)

e−
µn
R0

z, 0 ≤ r ≤ R0, z ≥ 0. ◃

Приклад 2. Знайти стацiонарний розподiл температури в кулi ра-
дiуса R, частина поверхнi якої S1(0 ≤ θ ≤ α) має сталу температуру
u0 ̸= 0, а решта поверхнi S2(α < θ ≤ π) має нульову температуру.

▹ Задача зводиться до розв’язування рiвняння Лапласа в сферичних
координатах

∆u(r, φ, θ) :=
1

r2
(
r2ur(r, φ, θ)

)
r
+

1

r2 sin θ
(sin θuθ(r, φ, θ))θ +

+
1

r2 sin2 θ
uφφ(r, φ, θ) = 0, 0 < r < R, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π,

при крайових умовах

|u(0, φ, θ)| < +∞, u(R,φ, θ) = f(θ) :=

{
u0, 0 ≤ θ ≤ α,
0, α < θ ≤ π,

0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π.

Оскiльки u = u(r, θ), то рiвняння має вигляд(
r2ur(r, θ)

)
r
+

1

sin θ
(sin θuθ(r, θ))θ = 0.

Будемо шукати обмежений розв’язок цього рiвняння методом вiдокрем-
лення змiнних, тобто u(r, θ) = Z(r)W (θ). Тодi

d

dr
(r2Z ′(r))W (θ) +

1

sin θ

d

dθ
(sin θW ′(θ))Z(r) = 0.

Звiдси, вiдокремивши змiннi, дiстанемо такi двi крайовi задачi для зви-
чайних диференцiальних рiвнянь:

d

dr
(r2Z ′(r))− λZ(r) = 0, 0 < r < R, |Z(r)| < +∞, r ∈ [0, R];

d

dθ
(W ′(θ) sin θ)+λ sin θW (θ) = 0, 0 < θ < π, |W (θ)| < +∞, θ ∈ [0, π].
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Розглянемо задачу для W . Якщо зробити замiну cos θ = t, то тодi
dW
dθ = − sin θ dW̃

dt i, отже, задача запишеться у виглядi

d

dt

(
(1− t2)

dW̃ (t)

dt

)
+λW̃ (t) = 0, −1 < t < 1, |W (θ)| < +∞, t ∈ [−1, 1].

Це є крайова задача для рiвняння Лежандра, яка має обмеженi розв’яз-
ки на [−1, 1] тодi й тiльки тодi, коли λ = n(n + 1), n ∈ Z+ [1]. Таки-
ми розв’язками є полiноми Лежандра W̃n(t) = Pn(t), t ∈ [−1, 1]. Тодi
Wn(θ) = Pn(cos θ), θ ∈ [0, π], n ∈ Z+.

Тепер повернемося до задачi для Z:
r2Z ′′

n(r) + 2rZ ′(r)− n(n+ 1)Zn(r) = 0, |Zn(0)| < +∞.
Обмеженими розв’язками цiєї задачi на [0, R] є функцiї Zn(r) = Anr

n,
n ∈ Z+. Отже,

u(r, θ) =
∞∑

n=0

Anr
nPn(cos θ), 0 < r < R, 0 < θ < π.

Для знаходження сталих An, n ∈ N, скористаємося крайовою умовою
∞∑

n=0

AnR
nPn(cos θ) = f(θ) :=

{
u0, 0 ≤ θ ≤ α,
0, α < θ ≤ π.

Звiдси

AnR
n =

2n+ 1

2

π∫
0

f(θ)Pn(cos θ) sin θdθ =
2n+ 1

2

α∫
0

u0Pn(cos θ) sin θdθ =

= u0
2n+ 1

2

1∫
cosα

Pn(y)dy, n ∈ N.

Якщо n = 0, то P0(y) = 1, −1 ≤ y ≤ 1, i
1∫

cosα

P0(y)dy = 1 − cosα. Для

n ∈ N скористаємося тотожнiстю (2n + 1)Pn(y) = P ′
n+1(y) − P ′

n−1(y),
−1 ≤ y ≤ 1. Тодi одержимо

1∫
cosα

Pn(y)dy =
1

2n+ 1

(
Pn−1(cosα)− Pn+1(cosα)

)
, n ∈ N.
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Остаточно маємо

u(r, θ)=
u0
2

(
1−cosα−

∞∑
n=1

(
Pn−1(cosα)−Pn+1(cosα)

)( r
R

)n
Pn(cos θ)

)
,

0 ≤ r ≤ R, 0 ≤ θ ≤ π. ◃

Зауваження 1. Якщо розглядати зовнiшню задачу Дiрiхле,
коли крайовi умови заданi на сферi {r = R0}, то її розв’язок слiд
шукати у виглядi

u(r, θ) =

∞∑
n=0

Bnr
−(n+1)Pn(cos θ), r > R0, 0 < θ < π.

У випадку крайової задачi в кульовому шaрi K := {(r, φ, θ)|
R1 < r < R2, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π}, коли крайовi умови
залежать лише вiд θ, розв’язок задачi Дiрiхле матиме вигляд

u(r, θ) =
∞∑
n=0

(
Anr

n +Bnr
−(n+1)

)
Pn(cos θ).

Коефiцiєнти An i Bn, n ∈ N, визначають iз крайових умов.
У багатьох випадках при знаходженнi власних функцiй кра-

йової задачi для рiвняння Лапласа в сферичних координатах ми
одержуємо задачу про iснування обмежених розв’язкiв рiвняння

d

dx

(
(1− x2)

dy

dx

)
+ (λ− m2

1− x2
)y = 0, |x| ≤ 1. (4)

Як описано в темi 7, такi розв’язки iснують лише при λ = n(n+1),
n ∈ Z+, i є приєднаними полiномами Лежандра

Pmn (x) = (1− x2)m/2
dmPn(x)

dxm
, |x| ≤ 1, {n,m} ⊂ Z+, (5)

де Pn – полiном Лежандра, а P 0
n = Pn, n ∈ Z+.
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Приєднанi полiноми Лежандра ортогональнi на вiдрiзку [−1, 1]
з вагою ρ(x) = 1 (див. тему 7), тобто

1∫
−1

Pmn (x)Pmk (x)dx =

{
0, k ̸= n,

2(n+m)!
(2n+1)(n−m)! , k = n.

(6)

Довiльна гладка функцiя, яка задовольняє умови теореми Стек-
лова (див. тему 4), розкладається в ряд Фур’є на [0, l] за приєдна-
ними полiномами Лежандра. Оскiльки Pn є многочленом степеня
n, то з (5) випливає, що при m > n Pmn (x) = 0, x ∈ [0, l].

Приклад 3. Розв’язати задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа в ку-
льовому шарi K := {(r, φ, θ)| 1 < r < 2, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π}.

▹ Задача зводиться до знаходження розв’язку рiвняння

1

r2
(
r2ur

)
r
+

1

r2 sin θ

((
sin θuθ

)
θ
+

1

sin θ
uφφ

)
= 0, (7)

1 < r < 2, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π,

який задовольняє крайовi умови

u(1, φ, θ) = f(φ, θ), u(2, φ, θ) = g(φ, θ),
0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π,

|u(r, φ, θ)| < +∞, u(r, 2π, θ) = u(r, 0, θ), 1 ≤ r ≤ 2,
0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π.

(8)

Будемо шукати обмежений розв’язок рiвняння (7) у виглядi

u(r, φ, θ) = X(r)Y (φ, θ). (9)

Пiсля пiдстановки (9) у (7), вiдокремлення змiнних i врахування обме-
женостi та неперервностi розв’язку дiстанемо такi двi задачi:

r2X ′′(r) + 2rX ′(r)− λ2X(r) = 0, |X(r)| < +∞, 1 ≤ r ≤ 2, (10)

Yφφ(φ, θ) + sin θ
(
sin θYθ(φ, θ)

)
θ
+ λ2 sin2 θY (φ, θ) = 0,

(11)
|Y (φ, θ)|<+∞, Y (2π, θ) = Y (0, θ), 0≤φ≤2π, 0≤θ≤π.
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Задачу (11) розв’язуватимемо методом вiдокремлення змiнних:

Y (φ, θ) = Φ(φ)T (θ). (12)

Як результат одержимо двi задачi для звичайних диференцiальних рiв-
нянь:

Φ′′(φ) + µ2Φ(φ) = 0, 0 ≤ φ ≤ 2π, Φ(0) = Φ(2π); (13)

1
sin θ (sin θT

′(θ))′ + (λ2 − µ2

sin2 θ
)T (θ) = 0, 0 ≤ θ ≤ π,

|T (θ)| < +∞, 0 ≤ θ ≤ π.
(14)

Розв’язки задачi (13) iснують при µ = m i ними є функцiї

Φm(φ) = Cm cosmφ+Dm sinmφ, m ∈ Z+. (15)

У рiвняннi iз задачi (14) введемо нову незалежну змiнну t = cos θ. Тодi
dT
dθ = − sin θ dT̃

dt i тому sin θ dT
dθ = (t2 − 1)dT̃dt . Звiдки дiстаємо, що задача

(14) набуде вигляду

d
dt

(
(1− t2)dT̃ (t)

dt

)
+
(
λ2 − m2

1−t2

)
T̃ (t) = 0,

|T̃ (t)| < +∞, t ∈ [−1, 1].

Ця задача збiгається iз задачею (4), тому вона має обмеженi розв’яз-
ки лише при λ = n(n + 1), i цими розв’язками є приєднанi полiноми
Лежандра, тобто T̃nm(t) = Pm

n (t), t ∈ [−1, 1], тому

Tnm(θ) = Pm
n (cos θ), n ∈ Z+, m ∈ {0, ..., n}. (16)

Пiдставивши (15) i (16) у (12), матимемо

Ynm(φ, θ) = (Cm cosmφ+Dm sinmφ)Pm
n (cos θ), 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π.

(17)
Рiвняння (10) є рiвнянням Ейлера. Враховуючи, що λ = n(n + 1),

знаходимо його загальний розв’язок

Xn(r) = Anr
n +Bnr

−(n+1), n ∈ Z+. (18)

Пiдставимо (17) i (18) у (9):

umn(r, φ, θ) = (Anr
n +Bnr

−(n+1))(Cm cosmφ+Dm sinmφ)Pm
n (cos θ),

n ∈ Z+, m ∈ {0, ..., n}.
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Позначивши AnCm =: anm, BnCm =: αnm, AnDm =: bnm, BnDm =:
βnm, шукатимемо розв’язок задачi (7), (8) у виглядi

u(r, φ, θ) =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

unm(r, φ, θ) :=
∞∑

n=0

∞∑
m=0

(
rn(anm cosmφ+bnm sinmφ)+

+r−(n+1)(αnm cosmφ+ βnm sinmφ)
)
Pm
n (cos θ),

1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π. (19)

Цей ряд iнодi називають рядом Лапласа. Для знаходження коефiцiєн-
тiв ряду (19) розкладаємо, користуючись (6), правi частини (8) у ряди
за функцiями Pm

n (cos θ) cosmφ i Pm
n (cos θ) sinmφ:

f(φ, θ) =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

(f
(1)
nm cosmφ+ f

(2)
nm sinmφ)Pm

n (cos θ),

g(φ, θ) =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

(g
(1)
nm cosmφ+ g

(2)
nm sinmφ)Pm

n (cos θ).
(20)

Якщо пiдставити (19) i (20) у крайовi умови (8), то дiстанемо тотожностi

∞∑
n=0

∞∑
m=0

((anm + αnm) cosmφ+ (bnm + βnm) sinmφ)Pm
n (cos θ) :=

:=
∞∑

n=0

∞∑
m=0

(f
(1)
nm cosmφ+ f

(2)
nm sinmφ)Pm

n (cos θ),

∞∑
n=0

∞∑
m=0

((anm + αnm

2n+1 ) cosmφ+ (bnm + βnm

2n+1 ) sinmφ)P
m
n (cos θ) :=

:=
∞∑

n=0

∞∑
m=0

(g
(1)
nm cosmφ+ g

(2)
nm sinmφ)Pm

n (cos θ).

(21)

Звiдси знаходимо, що

anm + αnm = f
(1)
nm, bnm + βnm = f

(2)
nm,

anm + 2−(n+1)αnm = g
(1)
nm, bnm + 2−(n+1)βnm = g

(2)
nm

або

anm =
(2n+1g

(1)
nm − f

(1)
nm)

(2n+1 − 1)
, αnm =

(f
(1)
nm − g

(1)
nm)

(1− 2−(n+1))
,

bnm =
(2n+1g

(2)
nm − f

(2)
nm)

(2n+1 − 1)
, βnm =

(f
(2)
nm − g

(2)
nm)

(1− 2−(n+1))
, {n,m} ⊂ Z+.
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Пiдставивши знайденi коефiцiєнти в (19), дiстанемо розв’язок вихiд-
ної задачi, якщо сам ряд i ряди, одержанi з нього диференцiюванням
двiчi за r, φ i θ, збiгаються рiвномiрно. ◃

Зауваження 2. Якщо область, у якiй шукається розв’язок
задачi, мiстить початок координат (наприклад, є пiвкулею), то з
обмеженостi розв’язку випливає, що в (18) Bn = 0, n ∈ Z+.

Приклад 4. Знайти функцiю, гармонiчну зовнi одиничної сфери i
таку, що u(1, φ, θ)− ur(1, φ, θ) = 24 sin θ cos2 θ

2 sin(φ+ π
6 ).

▹ Як i в прикладi 3, шукаючи обмежений розв’язок у виглядi (9),
дiстаємо ряд Лапласа (19), але, враховуючи, що lim

r→+∞
u(r, φ, θ) = 0,

одержуємо anm = bnm = 0, {n,m} ⊂ Z+, тобто ряд Лапласа в нашому
випадку має вигляд

u(r, φ, θ) =
∞∑

n=0

∞∑
m=0

r−(n+1)(αnm cosmφ+ βnm sinmφ)Pm
n (cos θ).

Враховуючи рiвностi sin θ = P 1
1 (cos θ), sin θ cos θ = 1

3P
1
2 (cos θ), одер-

жуємо, що 24 sin θ cos2 θ
2 = 12(sin θ + sin θ cos θ) = 4(3P 1

1 (cos θ) +

P 1
2 (cos θ)), а оскiльки sin(φ + π

6 ) = 1
2 cosφ +

√
3
2 sinφ, то спiввiдноше-

ння типу (21) для знаходження коефiцiєнтiв αnm, βnm, {n,m} ⊂ Z+,
набувають вигляду

u(1, φ, θ)− ur(1, φ, θ) ≡
∞∑

n=0

∞∑
m=0

(1 + (n+ 1))(αnm cosmφ+ βnm sinmφ)×

×Pm
n (cos θ) = 2(cosφ+

√
3 sinφ)(3P 1

1 (cos θ) + P 1
2 (cos θ)).

Звiдси випливає, що

(1 + 2)(α11 cosφ+ β11 sinφ) = 2(cosφ+
√
3 sinφ)3,

(1 + 3)(α21 cosφ+ β21 sinφ) = 2(cosφ+
√
3 sinφ),

тобто

α11 = 2, β11 = 2
√
3, α21 =

1

2
, β21 =

√
3

2
,

а всi iншi коефiцiєнти αnm = βnm = 0.
Отже, розв’язком поставленої задачi є

u(r, φ, θ) = r−2(2 cosφ+ 2
√
3 sinφ)P 1

1 (cos θ) + r−3(
1

2
cosφ+

√
3

2
sinφ)×
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×P 1
2 (cos θ) = (

4

r2
P 1
1 (cos θ) +

1

r3
P 1
2 (cos θ)) sin(φ+

π

6
) =

= (
4

r2
+

3

r3
cos θ) sin θ sin(φ+

π

6
), r ≥ 1, 0 ≤ φ ≤ 2π, 0 ≤ θ ≤ π. ◃

Вправи
О1. Знайти стацiонарну температуру внутрiшнiх точок ци-

лiндра з радiусом основи R i висотою h, якщо температура ни-
жньої основи дорiвнює нулю, бiчна поверхня цилiндра вiльно охо-
лоджується в середовищi з нульовою температурою, а температу-
ра верхньої основи є функцiєю вiд r.

О2. Знайти функцiю u, гармонiчну всерединi KR(0) (кулi ра-
дiуса R з центром у початку координат) i таку, що:

1) u(r, θ)|r=R = cos2 θ; 2) u(r, θ)|r=R =

{
u0, 0 ≤ θ ≤ π

2 ,
0, π

2 < θ < π.
О3. Знайти функцiю, гармонiчну зовнi кулi KR(0) i таку, що

(u(r, θ)− ur(r, θ))|r=R = sin2 θ.
О4. З’ясувати, чи розв’язна внутрiшня задача Неймана для

рiвняння Лапласа в кулi KR(0), якщо ur(r, θ)|r=R = A cos θ. Знай-
ти розв’язок у разi розв’язностi задачi.

О5. Знайти функцiю, яка гармонiчна всерединi кругового ша-
ру K := {(r, φ, θ)| 1 < r < 2, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π} i задовольняє
умови u(r, θ)|r=1 = cos2 θ, u(r, θ)|r=2 = 4 cos2 θ − 4

3 .
О6. Знайти функцiю, гармонiчну всерединi одиничної кулi з

центром у початку координат i таку, що u(r, φ, θ)|r=1 = cos(2φ +
π
3 ) sin

2 θ.
О7. Знайти функцiю, яка гармонiчна зовнi кулi KR(0) i задо-

вольняє умову (u(r, φ, θ)− ur(r, φ, θ))|r=R = sin θ cos2 θ2 sin(φ+ π
6 ).

О8. Знайти функцiю, гармонiчну всерединi кульового шару
K := {(r, φ, θ)|1 < r < 2, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π} i таку, що
u(r, φ, θ)|r=1 = 3 sin 2φ sin2 θ, u(r, φ, θ)|r=2 = 3 cos θ.

О9. Знайти функцiю, яка гармонiчна зовнi одиничної кулi з
центром у початку координат i задовольняє умову:

1) u(r, φ, θ)|r=1 = cos2 θ sin θ sin(φ+ π
3 );

2) ur(r, φ, θ)|r=1 = sin(π4 − φ) sin θ.
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О10. Знайти функцiю u(r, φ, θ), гармонiчну всерединi кулi
KR(0) i таку, що:
1) u(r, φ, θ)|r=R = cosφ sin 3θ; 2) u(r, φ, θ)|r=R = sin(3φ+ π

4 ) sin
3 θ.

С1. Куля радiуса R нагрiвається плоско-паралельним пото-
ком тепла густини q, що падає на її поверхню, i вiддає тепло в
оточуюче середовище за законом Ньютона. Знайти стацiонарний
розподiл температури в кулi.

С2. Знайти стацiонарну температуру внутрiшнiх точок ци-
лiндра з радiусом основи R i висотою h, якщо температура ниж-
ньої основи дорiвнює нулю, бiчна поверхня цилiндра покрита не-
проникним для тепла чохлом, а температура верхньої основи є
функцiєю вiд r.

С3. Знайти функцiю u = u(r, θ), гармонiчну в кулi KR(0) i
таку, щo: 1) u(r, θ)|r=R = 2 cos θ − 3 sin2 θ;

2) u(r, θ)|r=R = 3 sin2 2θ − 2 sin2 θ.
С4. Знайти функцiю u = u(r, θ), яка гармонiчна зовнi кулi

KR(0) i задовольняє умови:
1) u(r, θ)|r=R = cos3 θ; 2) u(r, θ)|r=R = 3 + 2 cos2 θ.

С5. Знайти функцiю, гармонiчну всерединi кульового шару
K := {(r, φ, θ)| 1 < r < 2, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π} i таку, що:

1) u(r, φ, θ)|r=1 = sin 2φ sin2 θ, u(r, φ, θ)|r=2 = cos 2φ sin2 θ;
2) u(r, φ, θ)|r=1 = cosφ sin 2θ, u(r, φ, θ)|r=2 = sinφ sin 2θ.

Домашнє завдання
Д1. Знайти функцiю, гармонiчну всерединi кулi KR(0) i таку,

що (u(r, θ) + ur(r, θ))|r=R = 1 + cos2 θ.
Д2. Знайти функцiю, яка гармонiчна зовнi кулi KR(0) i задо-

вольняє умову ur(r, θ)|r=R = A cos θ.
Д3. Бiчна поверхня цилiндра, радiус основи якого R i висота l,

охолоджується в повiтрi з температурою u0. Температура нижньої
основи дорiвнює нулю, а на верхню основу подається нормальний
потiк тепла з густиною q. Знайти стацiонарну температуру вну-
трiшнiх точок цилiндра.

Д4. Знайти стацiонарну температуру внутрiшнiх точок пiвку-
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лi, якщо її межа (пiвсфера) пiдтримується при температурi u0, а
основа пiвкулi – при нульовiй температурi.

Д5. Знайти функцiю, яка гармонiчна всерединi кулi KR(0) i
задовольняє умову u(r, φ, θ)|r=R = sin(2φ+ π

6 ) sin
2 θ cos θ.

Д6. Знайти функцiю, гармонiчну зовнi кулi KR(0) i таку, що
u(r, φ, θ)|r=R = sin3 θ cos θ cos(3φ+ π

4 ).
Д7. Знайти функцiю, яка гармонiчна всерединi кульового ша-

ру K := {(r, φ, θ)| 1 < r < 2, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π} i задовольняє
умови:

1) u(r, φ, θ)|r=1 = 7 sin θ cosφ, u(r, φ, θ)|r=2 = 7 cos θ;
2) u(r, φ, θ)|r=1 = cos θ, u(r, φ, θ)|r=2 = cosφ(12 sin θ−15 sin3 θ);
3) u(r, φ, θ)|r=1 = 12 sin θ cos2 θ2 cosφ, u(r, φ, θ)|r=2 = 0.
Д8. Знайти функцiю, гармонiчну всерединi кульового шару

K := {(r, φ, θ)| 1/2 < r < 1, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π} i таку, що
u(r, φ, θ)|r=1/2 = 30 cos2 φ sin2 θ cos θ, u(r, φ, θ)|r=1 = 0.

Д9. Сфера роздiлена шаром iзоляцiйної речовини на двi пiв-
сфери: верхню, заряджену до потенцiалу u1, i нижню, яка має
потенцiал u2. Знайти потенцiал сфери в будь-якiй точцi електро-
статичного поля.

Д10. Визначити стацiонарну температуру внутрiшнiх точок
кульового шару K := {(r, φ, θ)| 1 < r < 2, 0 < φ < 2π, 0 < θ < π},
якщо на внутрiшнiй сферi S1 температура дорiвнює 1

2 cos θ, а на
зовнiшнiй S2 – 1 + cos 2θ.

Вiдповiдi
О1. Розв’язком задачi

urr(r, z) +
1
rur(r, z) + uzz(r, z) = 0, 0 < r < R, 0 < z < h,

|u(0, z)| < +∞, ur(R, z) + h1u(R, z) = 0, 0 ≤ z ≤ h,
u(r, 0) = 0, u(r, h) = f(r), 0 ≤ r ≤ R,

є функцiя u(r, z)=
∞∑

n=1
an

shµnz
R

shµnh
R

J0(
µnr
R ), де µn, n∈N, – додатнi коренi рiв-

няння µJ1(µ)−h1RJ0(µ)=0, an= 2
R2 (1+

h2
1R

2

µ2
n

)(J0(µn))
−2

R∫
0

rf(r)J0(
µnr
R )dr.
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О2. 1) u(r, θ) = r2

R2 cos
2 θ + 1

3 (1−
r2

R2 );

2) u(r, θ) = u0

2

(
1 +

∞∑
n=0

4n+3
2(n+1)P2n(0)(

r
R )2n+1P2n+1(cos θ)

)
.

О3. u(r, θ) = ( 23 − C) R2

r(R+1) + C − R4

(R+3)r3 (cos
2 θ − 1

3 ), C ∈ R .
О4. Задача розв’язна; u(r, θ) = Ar cos θ + C, де C – довiльна стала.
О5. u(r, θ) = 1

3 (
2
r − 1 + r2(3 cos2 θ − 1)).

О6. u(r, φ, θ) = r2 cos(2φ+ π
3 ) sin

2 θ.
О7. u(r, φ, θ) = ( 12 (

R
r )

2 R
R+2 sin θ +

1
2 (

R
r )

3 R
R+3 sin θ cos θ) sin(φ+ π

6 ).
О8. u(r, φ, θ) = 12

7 (r − 1
r2 ) cos θ + ( 9631

1
r3 − 3r2

31 ) sin 2φ sin2 θ.
О9. 1) u(r, φ, θ) = ( 1

5r2P
1
1 (cos θ) +

2
15r4P

1
3 (cos θ)) sin(φ+ π

3 );
2) u(r, φ, θ) = C − 1

2r2 sin θ sin(
π
4 − φ), де C – довiльна стала.

О10. 1) u(r, φ, θ) = 8
15 (

r
R )3P 1

3 (cos θ)− 1
5

r
RP

1
1 (cos θ) cosφ;

2) u(r, φ, θ) = ( r
R )3 sin(3φ+ π

4 ) sin
3 θ.

С1. Задача зводиться до розв’язування рiвняння
(r2ur)r +

1
sin θ (sin θuθ)θ = 0

за умови, що

(ur + γu)|r=R =

{
q
k cos θ, 0 ≤ θ ≤ π/2,
0, π/2 < θ ≤ π;

u(r, θ) = qR
2k

(
1

2Rγ + r
R

cos θ
1+kγ −

∞∑
m=1

(−1)m(2m)!
22m+1(m!)2

4m+1
(2m+Rγ)(2m−1)(m+1)×

×
(
r
R

)2m
P2m(cos θ)

)
.

С2. Розв’язком задачi

urr(r, z) +
1
rur(r, z) + uzz(r, z) = 0, 0 < r < R, 0 < z < h,

|u(0, z)| < +∞, ur(R, z) = 0, 0 ≤ z ≤ h,
u(r, 0) = 0, u(r, h) = f(r), 0 ≤ r ≤ R,

є функцiя u(r, z) =
∞∑

n=1
an

shµnz
R

shµnh
R

J0(
µnr
R ), де µn, n ∈ N, – додатнi коренi

рiвняння J1(µ) = 0, an= 2
R2J2

0 (µn)

R∫
0

rf(r)J0(
µnr
R )dr.

С3. 1) u(r, θ) = −2 + 2r
R P1(cos θ) +

2r2

R2 P2(cos θ);
2) u(r, θ) = − 8

15 + 40r2

21R2P2(cos θ)− 48r4

35R4P4(cos θ).
С4. 1) u(r, θ) = 3R2

5r2 P1(cos θ) +
2R4

5r4 P3(cos θ);
2) u(r, θ) = 7R

3r + 4R3

3r3 P2(cos θ).
С5. 1) u(r, φ, θ) =

(
r2( 8

31 cos 2φ − 1
31 sin 2φ) + 1

r3 (−
8
31 cos 2φ +

32
31 sin 2φ) sin

2 θ
)
; 2) u(r, φ, θ) =

(
r2(− 1

31 cosφ + 8
31 sinφ) +

1
r3 (

32
31 cosφ −
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8
31 sinφ) sin 2θ

)
.

Д1. u(r, θ) = 4
3 + 2r2

3R(R+2)P2(cos θ).

Д2. u(r, θ) = C − A
2

R3

r2 cos θ, де C – довiльна стала.
Д3. Розв’язком задачi

urr(r, z) +
1
rur(r, z) + uzz(r, z) = 0, 0 < r < R, 0 < z < l,

|u(0, z)| < +∞, ur(R, z) + hu(R, z) = hu0, 0 ≤ z ≤ l,
u(r, 0) = 0, uz(r, l) =

q
k , k – стала, 0 ≤ r ≤ R,

є

u(r, z) = u0 + 2
∞∑
i=1

J0(
µi

R r)

µi(J2
1 (µi) + J2

0 (µi))

(
qRshµi

R z

kµich
µi

R l
− u0

chµi

R (z − l)

chµi

R l

)
,

де µi, i ∈ N, – додатнi коренi рiвняння µJ ′
0(µ) + hRJ0(µ) = 0.

Д4. Розв’язком задачi

(r2ur(r, θ))r +
1

sin θ (sin θuθ(r, θ))θ = 0, 0 < r < R, 0 < θ < π/2,

u(R, 0) =

{
u0, 0 ≤ θ < π/2,

0, θ = π/2

є u(r, θ) = u0
∞∑

n=0
(−1)n 1·3·5·...·(2n−1)(4n+3)

2·4·6·...·(2n+2) ( r
R )2n+1P2n+1(cos θ).

Д5. u(r, φ, θ) = ( r
R )3 sin(2φ+ π

6 ) sin
2 θ cos θ.

Д6. u(r, φ, θ) = (Rr )
5 sin3 θ cos θ cos(3φ+ π

4 ).
Д7. 1) u(r, φ, θ) = 4(r − 1

r2 ) cos θ + ( 8
r2 − r) sin θ cosφ;

2) u(r, φ, θ) = 1
7

(
8
r2 − r

)
cos θ + 32

127

(
r3 − 1

r4

)
12 sin θ−15 sin3 θ

2 cosφ;

3) u(r, φ, θ) = 12
7

(
4
r2 − r

2

)
cosφ sin θ + 12

31

(
8
r3 − r2

4

)
cosφ sin 2θ.

Д8. u(r, φ, θ) = 12
7 ( 1

r2 −r) cos θ+
8

127 (
1
r4 −r

3)P 2
3 (cos θ) cos 2φ+

48
127 (r

3−
− 1

r4 )P3(cos θ). Крайову умову записати через полiноми Лежандра
u(r, φ, θ)|r=1/2 = −6P3(cos θ) + 6P1(cos θ) + P 2

3 (cos θ) cos 2φ i розв’язок
шукати у виглядi u(r, θ) = (ar+ b

r2 )P1(cos θ)+(cr3+ d
r4 )P

2
3 (cos θ) cos 2φ+

(gr3 + h
r4 )P3(cos θ)) (див. зауваження 1).

Д9. u(r, θ) = u1+u2

2 + u1−u2

2 ( 32
r
RP1(cos θ) − 7

8 (
r
R )3P3(cos θ) + ...) при

r ≤ R; u(r, θ) = u1+u2

2
R
r + u1−u2

2 ( 32 (
R
r )

2P1(cos θ) − 7
8 (

R
r )

4P3(cos θ) + ...)
при r > R. Згiдно з симетричнiстю задачi потенцiал u не залежить вiд
координати φ i є функцiєю лише координат r i θ: u = u(r, θ). Задача
зводиться до розв’язування рiвняння
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(r2ur(r, θ))r +
1

sin θ (sin θuθ(r, θ))θ = 0, 0 < r < R, 0 < θ < π,

за умови u(r, θ)|r=R =

{
u1 при 0 ≤ θ ≤ π/2,
u2 при π/2 < θ ≤ π.

Д10. Математична модель задачi така:
(r2ur(r, θ))r +

1
sin θ (sin θuθ(r, θ))θ = 0, 1 < r < 2, 0 < θ < π;

u(1, θ) = 1
2 cos θ, u(2, θ) = 1 + cos 2θ, 0 ≤ θ ≤ π;

|u(r, θ)| < +∞, 1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ π.
Ïї розв’язок

u(r, θ) =
4

3
(1− 1

r
) +

1

14
(
8

r2
− r)P1(cos θ) +

32

93
(r2 − 1

r2
)P2(cos θ),

1 ≤ r ≤ 2, 0 ≤ θ ≤ π.
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Тема 10. Розв’язування крайових задач для
елiптичних рiвнянь методом
функцiї Грiна

Крайовi задачi для елiптичних рiвнянь у деяких областях зру-
чно розв’язувати методом функцiй Грiна. Цей метод дає змогу
виразити розв’язок задачi у виглядi iнтегралiв.

Розглянемо задачу

∆u(x) = f(x), x ∈ D,(
αu(x) + β∂ν⃗zu(x)

)∣∣∣
x∈S

= φ(z), z ∈ S,
(1)

де D – двовимiрна або тривимiрна область з межею S; −→νz – зов-
нiшня нормаль до S у точцi z. При α = 1, β = 0 маємо першу
крайову задачу або задачу Дiрiхле, при α = 0, β = 1 – другу кра-
йову задачу або задачу Неймана, а при αβ > 0 – третю крайову
задачу.

Функцiєю Грiна (функцiєю джерела, впливу) задачi (1)
називається функцiя G(x, ξ), {x, ξ} ⊂ D, x ̸= ξ, яка задовольняє
такi умови:

1) G як функцiя ξ є гармонiчною в D\{x} i G(x, ξ) → +∞ при
ξ → x;

2) G задовольняє крайову умову(
αG(x, ξ) + β∂ν⃗ξG(x, ξ)

)∣∣
ξ∈S = 0, x ∈ D; (2)

3) в областi D функцiя G допускає зображення:
а) для D ⊂ R3

G(x, ξ) =
1

4πrxξ
+ g(x, ξ), x ∈ D, ξ ∈ D \ {x}, (3)

б) для D ⊂ R2

G(x, ξ) =
1

2π
ln

1

rxξ
+ g(x, ξ), x ∈ D, ξ ∈ D \ {x}, (4)
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де rxξ := |x− ξ| – вiдстань мiж точками x i ξ, а g як функцiя ξ є
гармонiчною в D i g(x, ·) ∈ C1(D).

Функцiя Грiна задачi (1) симетрична, тобто G(x, ξ) = G(ξ, x).
При вiдповiднiй гладкостi поверхнi S та функцiй f i φ роз-

в’язок першої, другої i третьої крайових задач для тривимiрного
випадку записується вiдповiдно у виглядi

u(x) = −
∫
S

∂ν⃗ξG(x, ξ)φ(ξ)dξS −
∫
D

G(x, ξ)f(ξ)dξ, x ∈ D, (5)

u(x) =

∫
S

G(x, ξ)φ(ξ)dξS −
∫
D

G(x, ξ)f(ξ)dξ, x ∈ D, (6)

i
u(x) =

∫
S

G(x, ξ)
φ(ξ)

β
dξS −

∫
D

G(x, ξ)f(ξ)dξ, x ∈ D. (7)

Аналогiчнi формули правильнi й у випадку площини.
Зауваження. Щодо функцiї Грiна задачi Неймана i розв’язку

цiєї задачi, вираженого формулою (6), зробимо таке застережен-
ня. Рiч у тому, що для випадку обмежених областей функцiя Грi-
на другої крайової задачi, в зазначеному вище розумiннi, не iснує
(не виконується, взагалi кажучи, умова

∫
S

∂ν⃗ξG(x, ξ)dξS = 0). Iсну-

вання такої функцiї можливе лише для областей, межа яких мi-
стить нескiнченно вiддалену точку. Тому, щоб формула (6) давала
розв’язок задачi Неймана i для випадку обмежених областей, ми
трохи узагальнимо поняття функцiї Грiна другої крайової зада-
чi. Пiд узагальненою функцiєю Грiна G задачi Неймана для
обмеженої просторової областi D розумiтимемо функцiю (3) з g,
яка при кожному фiксованому x ∈ D є розв’язком задачi

∆ξg(x, ξ) = 0, ξ ∈ D, ∂ν⃗ξg(x, ξ)
∣∣
ξ∈S = − 1

P
− ∂ν⃗ξ

(
1

4πrxξ

)∣∣∣∣
ξ∈S

,

де P – площа поверхнi S [9].
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Якщо D ⊂ R2, то g повинна бути розв’язком задачi

∆ξg(x, ξ) = 0, ξ ∈ D, ∂ν⃗ξg(x, ξ)
∣∣
ξ∈Γ = −1

l
− ∂νξ

(
1

2πrxξ

)∣∣∣∣
ξ∈Γ

,

де l – довжина межi Γ областi D.
Приклад 1. Розв’язати задачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа в пiв-

просторi Q := {x := (x1, x2, x3)| (x1, x2) ∈ R2, x3 > 0}.
▹ Нам треба знайти розв’язок задачi

∆u(x) = 0, x ∈ Q,
u(x)|x3=0 = f(x1, x2), (x1, x2) ∈ R2.

(8)

Побудуємо спочатку функцiю Грiна цiєї задачi. Будемо її шукати у
виглядi (3), а це означає, що треба пiдiбрати g так, щоб вона як фун-
кцiя ξ була гармонiчною в областi Q i набувала при ξ3 = 0 значення
− 1

4πrxξ
|ξ3=0. Будуватимемо функцiю g методом дзеркальних вiдобра-

жень (електростатичних вiдображень). Нехай x – точка, яка симетри-
чна точцi x вiдносно площини {ξ3 = 0}
(рис. 1). Якщо точка x має коорди-
нати (x1, x2, x3), то координатами

.

-
�

�
���

6

x·

O

ξ1

ξ2

ξ3

x̄·

ξ
B
BB

BB

·""

Pиc. 1

точки x є числа (x1, x2,−x3.) Роз-
глянемо функцiю g(x, ξ) := −1

4πrxξ
,

{x, ξ} ⊂ Q, x3 ̸= ξ3. Вона гармонiч-
на при ξ3 > 0 i дорiвнює − 1

4πrxξ

при ξ3 = 0, оскiльки rxξ = rxξ
при ξ3 = 0.

Отже, для пiвпростору Q
функцiя Грiна задачi (8) має вигляд

G(x, ξ) =
1

4πrxξ
− 1

4πrxξ
, x ∈ Q, ξ ∈ Q \ {x}. (9)

Тепер запишемо розв’язок задачi (8), використовуючи формулу (5)
i функцiю Грiна (9). Маємо

u(x) = −
∫

{x3=0}

∂ν⃗ξ
G(x, ξ)f(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 =
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=

∫
R2

∂ξ3G(x, ξ)|ξ3=0 f(ξ1, ξ2)dξ1dξ2, x ∈ Q. (10)

Перед останнiм iнтегралом взято знак плюс, бо напрямок зовнiшньої
нормалi до площини {ξ3 = 0} протилежний напрямку осi Oξ3. Обчи-
слимо ∂ξ3G при ξ3 = 0

∂ξ3G(x, ξ)|ξ3=0 =
1

4π
∂ξ3

(
1√

(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2
−

− 1√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 + ξ3)2

)∣∣∣∣∣
ξ3=0

=

=
x3

2π((x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23)
3/2

. (11)

Пiдставивши (11) у (10), дiстанемо розв’язок задачi (8)

u(x) =
x3
2π

∫
R2

f(ξ1, ξ2)dξ1dξ2√
((x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23)

3
. (12)

Формула (12) називається формулою Пуассона задачi Дiрiхле
для пiвпростору. Якщо ввести у просторi цилiндричнi координати r, φ, z,
поклавши ξ1 = r cosφ, ξ2 = r sinφ, ξ3 = z, то формулу (12) можна запи-
сати у виглядi

u(ρ, ψ, z) =
z

2π

2π∫
0

dφ

+∞∫
0

f(r, φ)rdr√
(ρ2 + r2 − 2rρ cos(φ− ψ) + z2)3

, (13)

де ρ, ψ, z – цилiндричнi координати точки x, а f(r, φ) = f(ξ1, ξ2), коли
ξ1 = r cosφ, ξ2 = r sinφ. ◃

Приклад 2. На межi S := {x := (x1, x2, x3) ∈ R3 | x3 = 0}
однорiдного пiвпростору Q := {x ∈ R3 | x3 > 0} пiдтримується ну-
льова температура зовнi круга радiуса R з центром у початку коор-
динат, а всерединi цього круга пiдтримується температура, що дорiв-
нює одиницi. Знайти стацiонарний розподiл температури в точках пiвосi
{x ∈ R3 | x1 = 0, x2 = 0, x3 > 0}.

▹ Математична модель задачi має вигляд

∆u(x) = 0, x ∈ Q,
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u(x)|x3=0 = f(x1, x2) :=

{
1, x21 + x22 ≤ R,
0, x21 + x22 > R.

Зручно перейти до цилiндричних координат i скористатись формулою
(13). Оскiльки має мiсце осьова симетрiя, то шукана температура u не
буде залежати вiд ψ, тому

u(ρ, z) =
z

2π

2π∫
0

dφ

R∫
0

rdr√
(ρ2 + r2 − 2rρ cosφ+ z2)3

.

На осi Ox3 ρ = 0, а тому пiдiнтегральний вираз значно спрощується.
Iнтегруючи, дiстаємо

u(0, z) =
z

2π

2π∫
0

dφ

R∫
0

rdr√
(r2 + z2)3

= z

R∫
0

d(r2 + z2)

2
√
(r2 + z2)3

=

= −z 1√
r2 + z2

∣∣∣∣R
0

= 1− z√
R2 + z2

.

Отже, температура u(0, z) спадає монотонно вiд 1 до 0 при зростаннi z
вiд 0 до +∞.

Для точок, що не лежать на осi Ox3, тобто при ρ > 0, внутрiшнiй iн-
теграл за r можна обчислити точно, однак iнтегрування за φ приводить
до iнтегралiв, якi не виражаються в елементарних функцiях, а саме до
елiптичних iнтегралiв. ◃

Приклад 3. Розв’язати третю крайову задачу для рiвняння Лап-
ласа в пiвпросторi Q := {x := (x1, x2, x3) ∈ R3 | x3 > 0}.

▹ Треба розв’язати таку задачу:

∆u(x) = 0, x ∈ Q,
(∂ν⃗u(x) + hu(x))|x3=0 = φ(x1, x2), (x1, x2) ∈ R2.

(14)

Побудуємо спочатку функцiю Грiна для пiвпростору Q при кра-
йовiй умовi третього роду. Використовуючи означення функцiї Грiна i
результат задачi 1, шукаємо G у виглядi

G(x, ξ) =
1

4πrxξ
+

1

4πrxξ
+ g(x, ξ), x ∈ Q, ξ ∈ Q \ {x}, (15)

де g – гармонiчна функцiя, яку треба знайти з умови

(∂ν⃗G(x, ξ) + hG(x, ξ))|ξ3=0 = 0. (16)
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Пiдставимо (15) у (16). Оскiльки

∂ν⃗G(x, ξ)|ξ3=0 = −∂ξ3G(x, ξ)|ξ3=0 =

= − 1

4π

(
x3 − ξ3√

((x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2)3
−

− x3 + ξ3√
((x1−ξ1)2+(x2−ξ2)2+(x3+ξ3)2)3

)∣∣∣∣∣
ξ3=0

− ∂ξ3g|ξ3=0 = − ∂ξ3g|ξ3=0 ,

то

0=(∂ν⃗G(x, ξ)+hG(x, ξ))|ξ3=0=

(
−∂ξ3g+

h

4πrxξ
+

h

4πrxξ
+hg

)∣∣∣∣
ξ3=0

=

= −∂ξ3g|ξ3=0 +
h

2π

1√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23

+ hg

∣∣∣∣∣
ξ3=0

.

Отже, g требa визначити з рiвняння

∂ξ3g|ξ3=0 − hg|ξ3=0 =
h

2π

1√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23

.

Оскiльки ∂ξ3g = ∂x3g, то, ввiвши позначення v := g|ξ3=0 , одержуємо
для функцiї v як функцiї x3 таке звичайне диференцiальне рiвняння:

dv

dx3
− hv =

h

2π
√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23

. (17)

Розв’язуватимемо рiвняння (17) методом варiацiї сталої. Загальним
розв’язком вiдповiдного лiнiйного однорiдного рiвняння dv

dx3
−hv = 0

є v = Cehx3 . Розв’язок рiвняння (17) шукатимемо у виглядi

v = C(x3)e
hx3 . (18)

Пiдставивши (18) у (17), дiстанемо

C ′(x3)e
hx3 =

h

2π
√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23

.

184



Звiдси

C(x3) =
h

2π

+∞∫
x3

e−ht dt√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + t2

.

Тому

v =
h

2π

+∞∫
x3

eh(x3−t) dt√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + t2

,

а

g(x, ξ) =
h

2π

+∞∫
x3

eh(x3−(ξ3+t)) dt√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (ξ3 + t)2

.

Отже, функцiя Грiна задачi (14) має вигляд

G(x, ξ) =
1

4π
√

(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 − ξ3)2
+

+
1

4π
√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (x3 + ξ3)2

+

+
h

2π

+∞∫
x3

eh(x3−ξ3−t)dt√
(x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + (ξ3 + t)2

, {x, ξ} ⊂ Q, x ̸= ξ.

Якщо скористатися формулою (7), то розв’язок задачi (14) можна
записати так:

u(x) =

∫
R2

φ(ξ1, ξ2) G(x, ξ)|ξ3=0 dξ1dξ2, x ∈ Q. ◃

Приклад 4. Розв’язати першу внутрiшню крайову задачу для рiв-
няння Лапласа в крузi KR := {x := (x1, x2) ∈ R2, |x| < R}.

▹ Маємо задачу
∆u = 0 в KR,
u|CR = φ,

(19)

де CR – межа KR, тобто коло радiуса R.
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Побудуємо функцiю Грiна цiєї задачi, а потiм скористаємося фор-
мулою (5) для випадку площини. Функцiя Грiна має вигляд

G(x, ξ) =
1

2π
ln

1

rxξ
+ g(x, ξ), x ∈ KR, ξ ∈ KR \ {x}.

де g – гармонiчна функцiя вiд ξ така, що g(x, ξ)|ξ∈CR
= − 1

2π ln 1
rxξ

|ξ∈CR
.

Знайдемо функцiю g. Нехай x –

.

-

6
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r⃗x̄ξ

r⃗xξ

ν⃗ξ

ψθ

O

CR

KR

Pиc. 2

особлива точка функцiї Грiна,
а x – точка, симетрична точцi x
вiдносно CR, тобто. точки x i
x̄ лежать на одному променi,
який виходить з центра круга, i
добуток їх вiдстаней ρ1 = |x| i
ρ = |x| вiд центра дорiвнює квад-
рату радiуса, тобто ρρ1 = R2.

Якщо точка ξ лежить на колi CR, то, як видно з рис. 2,

rxξ =
R

ρ
rxξ, (20)

oскiльки трикутники Oxξ i Oxξ подiбнi. Тому функцiя g(x, ξ) =
− 1

2π ln R
ρrxξ

є шуканою, бо вона гармонiчна в крузi як функцiя ξ i дорiв-
нює − 1

2π ln 1
rxξ

на колi CR. Отже, функцiя Грiна задачi (19) має вигляд

G(x, ξ) =
1

2π
ln

1

rxξ
− 1

2π
ln

R

ρrxξ
, x ∈ KR, ξ ∈ KR \ {x}. (21)

Розв’язок задачi (19) дається формулою

u(x) = −
∫
CR

φ(ξ)∂ν⃗ξ
G(x, ξ)dξCR, x ∈ KR.

Обчислимо ∂ν⃗ξ
G на колi CR. Маємо

−∂ν⃗ξ
G
∣∣
CR

= − 1

2π

(
∂rxξ

(
ln

1

rxξ

)
cos(⃗̂νξ, r⃗xξ)− ∂rx̄ξ

(
ln

R

ρrx̄ξ

)
cos(⃗̂νξ, r⃗x̄ξ)

)
=

=
1

2π

(
1

rxξ
cos(⃗̂νξ, r⃗xξ)−

R

ρrx̄ξ
cos(⃗̂νξ, r⃗x̄ξ)

)
,
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де r⃗yξ – вектор, початок якого в точцi ξ, а кiнець у точцi y. З трикутникiв
Oxξ i Oxξ за допомогою теореми косинусiв знаходимо

cos(⃗̂νξ, r⃗xξ) =
R2 + r2xξ − ρ2

2Rrxξ
, cos(⃗̂νξ, r⃗xξ) =

R2 + r2xξ − ρ21
2Rrxξ

,

тому

−∂ν⃗ξ
G
∣∣
CR

=
1

2π

(
R2 + r2xξ − ρ2

2Rr2xξ
−
R(R2 + r2xξ − ρ21)

2Rρr2xξ

)
.

Замiнивши rxξ за формулою (20), а ρ1 за формулою ρ1 = R2

ρ , дiстанемо

−∂ν⃗ξ
G
∣∣
CR

=
1

2πR

R2 − ρ2

r2xξ
.

Отже, розв’язок задачi (19) зображується у виглядi

u(x) =
1

2πR

∫
CR

φ(ξ)
R2 − ρ2

r2xξ
dξCR, x ∈ KR. (22)

Оскiльки, як виднo з рис. 2, r2xξ = R2+ρ2−2Rρ cos(θ−ψ), то формулу
(22) можна переписати так:

u(ρ, ψ) =
1

2π

2π∫
0

(R2 − ρ2)φ(θ)dθ

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − ψ)
, (23)

де (ρ, ψ) – полярнi координати точки x, (R, θ) – полярнi координати
точки ξ на CR. Формули (22) i (23) називаються формулами Пуассона
задачi Дiрiхле для круга. ◃

Зауваження. Аналогiчно можна розв’язати i зовнiшню зада-
чу Дiрiхле для круга. У цьому випадку точки x i ξ помiняються
мiсцями, що приведе до замiни у формулах (22) i (23) рiзницi
R2 − ρ2 на ρ2 −R2.

Приклад 5. Побудувати функцiю Грiна першої внутрiшньої кра-
йової задачi для пiвкруга K+

R радуiса R.
▹ У прикладi 4 ми побудували функцiю Грiна внутрiшньої задачi

Дiрiхле для круга
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GK(x, ξ) = 1
2π ln 1

rxξ
− 1

2π ln R
ρrxξ

.

Позначимо верхню межу пiвкруга, тобто верхнє пiвколо, через C+
R ,

а прямолiнiйну частину (вiдрiзок [−R,R]) – через l. Ми знаємо, що
GK(x, ξ) = 0, ξ ∈ C+

R ∪ C−
R , де C−

R – нижнє пiвколо. Введемо позначен-
ня GK(x, ξ)|ξ∈l =: Gl. Шукана функцiя Грiна G повинна задовольняти
умови {

G(x, ξ)|ξ∈C+
R
= 0,

G(x, ξ)|ξ∈l = 0.
(24)

Нехай x∗ – точка, симетрична x

.

-

6
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Pиc. 3

вiдносно l, а x∗ – симетрична x∗

вiдносно C−
R (рис. 3). Розглянемо

GK(x∗, ξ). Оскiльки |x− ξ| = |x∗−
−ξ| для всiх ξ∈ l, то GK(x∗, ξ)|ξ∈l=
= Gl. Через те, що GK(x, ξ)|ξ∈CR = 0
для всiх ξ ∈ CR, то GK(x∗, ξ)|ξ∈C+

R
=

= 0.
Тепер переконаємося, що рiзниця

G(x, ξ) = GK(x, ξ)−GK(x∗, ξ) (25)

i є шуканою функцiєю Грiна. Справдi, G(x, ξ)|ξ∈l = Gl −Gl = 0;

G(x, ξ)|ξ∈C+
R
= GK(x, ξ)|ξ∈C+

R
−GK(x∗, ξ)|ξ∈C+

R
= 0,

а це означає, що умови (24) виконуються. Очевидно, що (25) є гармонi-
чною функцiєю скрiзь у пiвкрузi, крiм точки x.

Отже, функцiєю Грiна задачi Дiрiхле для пiвкруга радiуса R є

G(x, ξ) =
1

2π
ln

1

rxξ
− 1

2π
ln

R

ρrxξ
− 1

2π
ln

1

rx∗ξ
+

1

2π
ln

R

ρrx∗ξ
,

x ∈ K+
R , ξ ∈ K+

R \ {x}. ◃

Вправи
О1. За допомогою функцiї Грiна розв’язати задачу Дiрiхле

для рiвняння Лапласа в пiвплощинi D := {(x1, x2)|x1 ∈ R, x2 > 0}.
О2. Знайти стацiонарний розподiл температури в пiвплощинi

D := {(x1, x2)|x1 ∈ R, x2 > 0}, межа якої, вiсь Ox1, пiдтримується
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при нульовiй температурi, коли |x1| > R, i при температурi, що
дорiвнює одиницi, при |x1| ≤ R.

О3. Побудувати функцiю Грiна першої внутрiшньої крайової
задачi для рiвняння Лапласа для прямого кута на площинi, обме-
женого променями x1 > 0, x2 > 0.

О4. Побудувати функцiю Грiна першої внутрiшньої крайової
задачi для чвертi круга.

О5. На межi S := {(x1, x2, x3)| (x1, x2) ∈ R2, x3 = 0} однорiд-
ного пiвпростору Q = {(x1, x2, x3)| (x1, x2) ∈ R2, x3 > 0} темпе-
ратура дорiвнює нулю для x1 < 0 i дорiвнює одиницi для x1 ≥ 0.
Знайти стацiонарний розподiл температури у пiвпросторi.

О6. Розв’язати за допомогою функцiї Грiна крайову задачу
для рiвняння Лапласа в пiвплощинi D := {(x1, x2)|x1 ∈ R, x2 > 0},

якщо u(x1, x2)|x2=0 =

{
0, x1 < 0,
v, x1 ≥ 0.

О7. Знайти функцiю Грiна другої внутрiшньої крайової задачi
для рiвняння Лапласа в кулi KR(0) радiуса R з центром у початку
координат i записати розв’язок цiєї задачi в iнтегральнiй формi.

О8. За допомогою функцiї Грiна розв’язати задачу:

1) ∆u(x) = − 2
x21+x

2
2+(x3+1)2

,

x ∈ Q := {(x1, x2, x3)| (x1, x2) ∈ R2, x3 > 0},
u(x)|x3=0 =

1
x21+x

2
2+1

, (x1, x2) ∈ R2;

2) ∆u(x) = 0, x ∈ D+ := {x := (x1, x2)| x1 ∈ R, x2 > 0},
u(x)|x2=0 =

x1
x21+1

, x1 ∈ R.

С1. Розв’язати за допомогою функцiї Грiна першу крайову
задачу всерединi двогранного кута величини α = π

n , n ∈ N, якщо
на його сторонах задано такi крайовi умови: u|φ=0 = A, u|φ=α = 0.

С2. Знайти розв’язок рiвняння Лапласа всерединi кулi радi-
уса R у точках дiаметра, який з’єднує його пiвнiчний (θ = 0) i
пiвденний (θ = π) полюси при заданих крайових умовах

u(r, φ, θ)|r=R =

{
1, якщо 0 ≤ θ ≤ π/2,
0, якщо π/2 < θ ≤ π,

φ ∈ [0, 2π].
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С3. Застосовуючи метод вiдокремлення змiнних для розв’язу-
вання крайової задачi

ux1x1(x1, x2) + ux2x2(x1, x2) = f(x1, x2), 0 < x1 < a, 0 < x2 < b,

u(0, x2) = u(a, x2) = 0, 0 ≤ x2 ≤ b,
u(x1, 0) = u(x1, b) = 0, 0 ≤ x1 ≤ a,

знайти функцiю Грiна цiєї задачi та дослiдити збiжнiсть одержа-
ного для неї ряду.

Домашнє завдання
Д1. Знайти розв’язок рiвняння Лапласа всерединi круга радi-

уса R з центром у початку координат, якщо на верхньому пiвколi
u = 1, а на нижньому u = 0.

Д2. Побудувати функцiю Грiна першої крайової задачi для
рiвняння Лапласа для таких областей в R3:

1) двогранний кут Q := {(x1, x2, x3)|x1 ∈ R, x2 > 0, x3 > 0};
2) октант Ω := {(x1, x2, x3)|x1 > 0, x2 > 0, x3 > 0}.
Д3. Знайти функцiю Грiна першої крайової задачi для рiвнян-

ня Лапласа для таких областей в R3:
1) пiвкуля K := {x := (x1, x2, x3)||x| < R, x3 > 0};
2) чверть кулi K+ := {x := (x1, x2, x3)||x| < R, x2 > 0, x3 > 0}.
Д4. За допомогою функцiї Грiна знайти розв’язок другої кра-

йової задачi для рiвняння Лапласа зовнi кулi KR(0).
Д5. Знайти розв’язок рiвняння ∆u(x1, x2) = 0 у першому ква-

дрантi D = {(x1, x2)|x1 > 0, x2 > 0} з такими крайовими умовами:
1) u|(x1,x2)∈S = u0(x1, x2) – кусково-неперервна, обмежена фун-

кцiя, де S складається з напiвпрямих {x1 = 0, x2 ≥ 0} i {x2 =
0, x1 ≥ 0};

2) u(x1, x2)|x1=0 = 0, u(x1, x2)|x2=0 = 1;
3) u(x1, x2)|x1=0 = a, u(x1, x2)|x2=0 = b.
Д6. Використовуючи функцiю Грiна задачi Дiрiхле для рiв-

няння Лапласа в крузi KR(0), розв’язати задачу:
1) ∆u(x) = −4, x ∈ KR(0), u(x)||x|=R = 2;
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2) ∆u(x) = e|x|, x ∈ KR(0), u(x)||x|=R = 0.

Вiдповiдi

О1. u(x1, x2) =
x2

π

+∞∫
−∞

φ(ξ1)
(x1−ξ1)2+x2

2
dξ1.

О2. u(x1, x2) = 1
π (arctgR−x1

x2
+ arctgR+x1

x2
). Скористатись формулою

iз задачi О1.
О3. G(x, ξ) = 1

2π ln 1
rxξ

− 1
2π ln 1

rx1ξ
− 1

2π ln 1
rx2ξ

+ 1
2π ln 1

rx3ξ
, де x1 i

.

-

6x2
ξ2

x

x1x3

O

ξ1

x2 – точки, вiдповiдно симетричнi точцi
x вiдносно межi прямого кута, точка
x3 симетрична з точками x1 i x2 вiд-
носно прoдовження сторiн заданого
прямого кута, rxiξ = |xi − ξ|.

О4. G(x, ξ) = GK(x, ξ)−GK(x
1, ξ)−GK(x

2, ξ) +GK(x3, ξ), дe
x1 – точка, симетрична x вiдносно горизонтальної частини межi
чвертi круга, а x2 i x3 – симетричнi вiдповiдно з точками x i x1

вiдносно вертикальної частини чвертi круга (див. приклад 5).
О5. u(x1, x2, x3) = 1

2+
1
πarctgx1x3 . Cкористатись формулою (12).

О6. u(x1, x2) = v
2+

v
πarctgx1x2 . Скористатись формулою iз задачi

О1.
О7. G(x, ξ) = 1

4π (
1
rxξ

+ R
ρrx∗ξ

− 1
R ln

R2−ρρ∗ cos γ+ρrx∗ξ
2R2 ), де x∗ –

точка, iнверсна з точкою x вiднос-
но поверхнi S заданої кулi,

.

,
,,

PPPPPPO

R

ξ

rxξ

ρ ρ∗x
x∗γ = (

−̂→
Ox,

−→
Oξ), ρ = |x|, ρ∗ = |x∗|.

G(x, ξ)|ξ∈S =

= 1
4π (

2
rxξ

− 1
R ln

R−ρ cos γ+rxξ
2R ).

Шуканий розв’язок
u = 1

4π

∫
S

(
2
rxξ

− 1
R ln

R−ρ cos γ+rxξ
2R

)
φ(ξ)dξS (∂ν⃗u|S = φ) .

О8. 1) u(x) = 1
x21+x

2
2+(x3+1)2

; 2) u(x) = x1
x21+(x2+1)2

.

С1. G = 1
2π

n−1∑
k=0

ln rk
rk

, u(r, ψ) = A
+∞∫
0

1
ρ∂φG(ρ, φ)|φ=0dρ,
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де rk =
√
R2 + ρ2 − 2Rρ cos(φ− (ψ + 2kα)),

rk =
√
R2 + ρ2 − 2Rρ cos(φ+ (ψ + 2kα)). Пiсля обчислення по-

хiдної ∂φG|φ=0 i знаходження суми ряду одержимо u(r, ψ) =

A(1− ψ
α ). Перейти до цилiндричної системи координат i скориста-

тися методом дзеркальних вiдображень. Точка x повинна вiдобра-
жатися вiд сторiн кута 2n − 1 раз, причому всi цi вiдображення
лежать на колi радiуса R, яке мiститься в площинi {ξ3 = ξ03}.

С2. u(r, θ) = 1
2 ± 1

2ρ(R − R2−ρ2√
R2+ρ2

), що випливає з формули

Пуассона для кулi

u(ρ, φ, θ) = R
4π

2π∫
0

π∫
0

R2−ρ2
(R2+ρ2−2Rρ cos γ)3/2

ρ(φ′, θ′) sin θ′dφ′dθ′.

С3. G(x, ξ) = − 4
π2ab

∞∑
m,n=1

sin
πmx1
a

sin
πnx2
b

sin
πmξ1
a

sin
πnξ2
b

m2

a2
+n2

b2

. Ряд збi-

гається за винятком випадку ξ1 = x1, ξ2 = x2, коли функцiя G має
логарифмiчну особливiсть.

Д1. u(ρ, ψ) = 1
π

(
arctg(R+ρ

R−ρctg
ψ
2 ) + arctg(R−ρ

R+ρtg
ψ
2 )
)

у верхньому пiвкрузi {0 < ψ < π};
u(ρ, ψ) = − 1

π

(
arctg(R−ρ

R+ρtg
ψ
2 ) + arctg(R−ρ

R+ρctg
ψ
2 )
)

у нижньому пiвкрузi {π < ψ < 2π}. Для знаходження розв’язку
слiд скористатися формулою Пуассона (23) для круга, здiйснивши
в ньому пiдстановку t = tg θ−ψ2 .

Д2. 1) G(x, ξ) = 1
4π

1∑
n,k=0

(−1)n+k

|x0nk−ξ| ; 2) G = 1
4π

1∑
m,n,k=0

(−1)m+n+k

|xmnk−ξ| ,

де xmnk = ((−1)mx1, (−1)nx2, (−1)kx3).

Д3. 1) G(x, ξ) = 1
4π

1∑
k=0

(−1)k( 1
|x00k−ξ| −

R
|ξ| |x∗00k−ξ|

);

2) G(x, ξ) = 1
4π

1∑
n,k=0

(−1)n+k( 1
|x0nk−ξ| −

R
|ξ| |x∗0nk−ξ|

);

де x∗mnk =
R2

|x|2xmnk, |xmnk| |x
∗
mnk| = R2.

Д4. G(x, ξ) = 1
4π (

1
rxξ

+ R
rx∗ξ|ξ|

− 1
R ln

R2−|x|ρ cos γ+rx∗ξρ
(1−cos γ)|ξ|ρ ),

G(x, ξ)|ξ∈S = 1
4π (

2
rxξ

− 1
R ln

R2−ρ cos γ+rxξ
(1−cos γ)ρ ).
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Шукaний розв’язок u(x) = 1
4π

∫
S

( 2
rxξ

− 1
R ln

R2+rxξ−ρ cos γ
(1−cos γ)ρ )φ(ξ)dξS,

rxξ = |x− ξ|, ρ = |x|, ∂ν⃗u|S = φ, γ = (
−̂→
Ox,

−→
Oξ).

Д5. 1) u(x) = x2
π

+∞∫
0

u0(ξ1, 0)(
1

(x1−ξ1)2+x22
− 1

(x1+ξ1)2+x22
)dξ1+

+x1
π

+∞∫
0

u0(0, ξ2)(
1

x21+(x2−ξ2)2
− 1

x21+(x2+ξ2)2
)dξ2;

2) u(x) = 2
πarctgx1x2 ; 3) u(x) = 2

π (a arctgx2x1 + b arctgx1x2 ).
Д6. 1) u(x) = R2 − |x|2 + 2; 2) u(x) = eR − e|x| − 2

R(e
R − 1) +

2
|x|(e

|x| − 1).
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Тема 11. Потенцiали. Зведення крайових задач
для рiвнянь елiптичного типу до
iнтегральних рiвнянь

У багатьох випадках крайову задачу для елiптичного рiвняння
можна звести до еквiвалентного їй iнтегрального рiвняння. Цей
факт використовується як при дослiдженнi питання iснування i
єдиностi розв’язку крайової задачi, так i при знаходженнi набли-
женого розв’язку задачi.

Iдея зведення крайової задачi до iнтегрального рiвняння по-
лягає в тому, що розв’язок задачi шукають у виглядi деякого iн-
теграла спецiального вигляду (потенцiалу) з невiдомою густиною.
Пiдстановка цього iнтеграла в рiвняння i крайовi умови дає нам
iнтегральне рiвняння вiдносно невiдомої густини.

Наведемо основнi властивостi потенцiалiв i покажемо, як вони
використовуються при розв’язуваннi крайових задач.

1. Потенцiал об’єму. Потенцiал поля, створюваного заряда-
ми (масами), якi розподiленi в областi D ⊂ R3 з густиною ρ, до-
рiвнює

u(x) =

∫
D

ρ(ξ)
1

rxξ
dξ, rxξ := |x− ξ|, x ∈ D. (1)

Iнтеграл (1) називається потенцiалом об’єму або об’ємним по-
тенцiалом.

Для двовимiрного простору R2 (площини) об’ємний потенцiал
має вигляд

u(x) =

∫
D

ρ(ξ) ln
1

rxξ
dξ, x ∈ D, (2)

i його називають логарифмiчним потенцiалом площi.
Якщо ρ – обмежена й iнтегровна функцiя в D, то потенцiал

об’єму u i його частиннi похiднi першого порядку неперервнi в
усьому просторi й цi похiднi одержуються диференцiюванням пiд
знаком iнтеграла. Очевидно, що u є розв’язком рiвняння Лапласа
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зовнi областi D. Якщо ж ρ неперервна в D i має неперервнi першi
похiднi в D, то потенцiал об’єму u має неперервнi другi похiднi в
D i є там розв’язком рiвняння Пуассона

∆u(x) = −4πρ(x), x ∈ D ⊂ R3. (3)

У двовимiрному випадку аналогом формули (3) є

∆u(x) = −2πρ(x), x ∈ D ⊂ R2. (4)

Якщо |x| → +∞, то u(x) → 0 як |x|−1 у випадку простору i
u(x) → +∞ як ln |x| у випадку площини.

Приклад 1. Знайти об’ємний потенцiал u кулiK :={x :=(x1, x2, x3)|
|x| < R} при сталiй густинi зарядiв ρ = ρ0, розв’язавши крайову задачу
для u.

▹ Оскiльки ρ0 = const, то потенцiал має сферичну симетрiю. Зовнi
кулi потенцiал об’єму є гармонiчною функцiєю, тобто ∆u(x) = 0 при
|x| > R, i u(r) прямує до нуля при r = |x| → +∞ як r−1. Всерединi кулi
потенцiал об’єму задовольняє рiвняння Пуассона ∆u = −4πρ0.

Отже, зовнi кулi маємо таку крайову задачу для u:
∆u(r) := 1

r2
d
dr

(
r2 du(r)

dr

)
= 0, u(r) → 0 при r → +∞.

Розв’язавши рiвняння, дiстанемо u(r) = −C1

r + C2. З крайової умови
випливає, що C2 = 0. Тому u(r) = −C1r

−1 для r > R.
Для r ≤ R маємо рiвняння

∆u(r) := 1
r2

d
dr

(
r2 du(r)

dr

)
= −4πρ0

або
d
dr

(
r2 du(r)

dr

)
= −4πρ0r

2,

звiдки знаходимо, що u(r) = −2
3πr

2ρ0+C3r
−1+C4 для r ≤ R. Через те,

що потенцiал об’єму обмежений, то C3 = 0. Тому u(r) = −2
3πr

2ρ0 + C4

для r ≤ R. Враховуючи умову неперервностi потенцiалу об’єму i його
похiдних першого порядку, одержуємо, що при r = R

− 2
3πR

2ρ0 + C4 = −C1R
−1, −4

3πRρ0 = C1R
−2,

звiдки випливає, що C1 = −4
3πR

3ρ0, C4 = 2πR2ρ0.
Отже, шуканий потенцiал об’єму має вигляд

u(r) =

{
2
3π(3R

2 − r2)ρ0, r ≤ R,
4
3πR

3ρ0r
−1, r > R. ◃
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2. Потенцiал простого шару. Нехай заряди (маси) розпо-
дiленi по поверхнi S з густиною η. Потенцiал поля, утвореного
цими зарядами, дорiвнює

v(x) =

∫
S

η(ξ)

rxξ
dξS, x ∈ R3. (5)

Тут i далi rxξ := |x − ξ| – довжина вектора r⃗xξ, напрямленого
вiд точки ξ до точки x. Iнтеграл (5) називається потенцiалом
простого шару. Ми вважатимемо, що η – неперервна функцiя,
а S – поверхня Ляпунова [9]. Тодi v є функцiєю, яка неперервна
в усьому просторi R3. Якщо x ̸∈ S, то v має похiднi дoвiльного
порядку i задовольняє рiвняння Лапласа. При |x| → +∞ v(x)
прямує до нуля як |x|−1.

Нехай ν⃗x0 – напрямок зовнiшньої нормалi в деякiй точцi x0 ∈
S. Вважаючи, що x ̸∈ S, обчислимо похiдну вiд потенцiалу про-
стого шару в напрямку ν⃗x0 :

∂ν⃗x0v(x) =
∫
S

η(ξ)∂ν⃗x0

(
1
rξx

)
dξS =

∫
S

η(ξ) cosψ
r2ξx

dξS,

де ψ – кут мiж векторами r⃗ξx i ν⃗x0 . Можна довести, що нормальна
похiдна потенцiалу простого шару має певнi границi при x → x0

ззовнi чи зсередини поверхнi S. При цьому правильнi спiввiдно-
шення (

∂ν⃗x0v(x
0)
)
з
=
∫
S

η(ξ) cosψ0

r2
ξx0

dξS − 2πη(x0),(
∂ν⃗x0v(x

0)
)
в
=
∫
S

η(ξ) cosψ0

r2
ξx0

dξS + 2πη(x0),

де ψ0 – кут мiж векторами r⃗ξx0 i ν⃗x0 . З цих формул випливає ве-
личина стрибка нормальної похiднӧı потенцiалу простого шару:(

∂ν⃗x0v(x
0)
)
в
−
(
∂ν⃗x0v(x

0)
)
з
= 4πη(x0).

Для випадку площини R2 потенцiал простого шару має вигляд

v(x) =

∫
C

η(ξ) ln
1

rxξ
dξC, x ∈ R2, (6)

i вiн називається логарифмiчним потенцiалом простого ша-
ру. Властивостi iнтеграла (6) аналогiчнi до властивостей iнтегра-

196



ла (5), але при |x| → +∞ вiн прямує до +∞ як ln |x| i величина
стрибка нормальної похiдної в точках кривої C дорiвнює 2πη(x0).

Приклад 2. Знайти потенцiал простого шару, розподiленого зi ста-
лою густиною η = η0 по сферi радiуса R.

▹ Перший спосiб. Оскiльки за умовою задачi має мiсце сферична
симетрiя, то потенцiал простого шару залежить лише вiд ρ = |x|, тобто
v = v(ρ). Обчислимо v, користуючись формулою (5). Маємо

v(ρ) =

∫
SR

η0
dξS

rxξ
. (7)

.

`````̀S
S

S
S

SS�
�
�
��

x

ρ rxξ

θ
O

R ξ

SR

Pиc. 1

Введемо сферичну систему ко-
ординат. Тодi, як видно з рис.1,
rxξ =

√
R2 + ρ2 − 2Rρ cos θ.

Крiм того, вiдомо, що dξS =
= R2 sin θdφdθ. Тому iнтеграл
(7) легко обчислюється:

v(ρ)=
2π∫
0

dφ
π∫
0

η0R
2 sin θdθ√

R2+ρ2−2Rρ cos θ
=

= 2πR2η0
1∫

−1

dt√
R2+ρ2−2Rρt

=

=

{
4πRη0, ρ ≤ R,

4πR2ρ−1η0, ρ > R.
Отже, потенцiал простого шару має вигляд

v(ρ) =

{
4πRη0, ρ ≤ R,

4πR2ρ−1η0, ρ > R.

Другий спосiб. Шукатимемо потенцiал v як розв’язок рiвняння

∆v(ρ) = 0, ρ ̸= R,

який неперервний скрiзь i, зокрема, при ρ = R:

v1(ρ)|ρ=R = v2(ρ)|ρ=R, (8)

а його нормальнi похiднi при ρ = R мають розрив

dv2(ρ)

dρ

∣∣∣∣
ρ=R

− dv1(ρ)

dρ

∣∣∣∣
ρ=R

= 4πη0, (9)
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де v1 – розв’язок рiвняння ∆v = 0 зовнi сфери (ρ > R), v2 – розв’язок
цього самого рiвняння всерединi сфери (ρ < R).

Маємо
∆v(ρ) :=

1

ρ2
d

dρ
(ρ2

dv(ρ)

dρ
) = 0

i, отже, v1 = −C1ρ
−1 + C2 ,v2 = −C3ρ

−1 + C4. З обмеженостi v2 при
ρ = 0 випливає, що C3 = 0, а з умови v1(ρ) → 0 при ρ→ +∞, дiстаємо,
що C2 = 0. Згiдно з умовами (8) i (9) маємо рiвностi −C1R

−1 = C4,
−C1R

−2 = 4πη0, тобто C1 = −4πη0R
2, C4 = 4πη0R.

Отже,

v(ρ) =

{
4πη0R, ρ ≤ R,
4πη0R

2ρ−1, ρ > R. ◃

3. Потенцiал подвiйного шару. Якщо на двостороннiй по-
верхнi S розподiленi диполi з густиною моментiв µ так, що їхнi
осi в кожнiй точцi ξ збiгаються з додатним напрямком нормалi ν⃗ξ
до поверхнi S в цiй точцi, то потенцiалом поля, утвореного цими
диполями, є

w(x) =

∫
S

µ(ξ)∂ν⃗ξ

(
1

rxξ

)
dξS, x ∈ R3. (10)

Iнтеграл (10) називають потенцiалом подвiйного шару.
Оскiльки

∂ν⃗ξ

(
1

rxξ

)
=

cosφ

r2xξ
,

де φ – кут мiж векторами r⃗xξ i −→ν ξ, то (10) можна записати у
виглядi

w(x) =

∫
S

µ(ξ)
cosφ

r2xξ
dξS, x ∈ R3. (11)

Як i ранiше, ми вважатимемо, що S – поверхня Ляпунова, а µ
– неперервна функцiя на S.

Потенцiал подвiйного шару визначений скрiзь в R3 i є розв’яз-
ком рiвняння Лапласа в точках x ̸∈ S. При прямуваннi x до не-
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скiнченностi w прямує до нуля як |x|−2. Iснують граничнi значе-
ння w при x→ x0 ∈ S iззовнi та зсередини поверхнi S, причому

wз(x0) =
∫
S

µ(ξ)
cosφ0

r2
x0ξ

dξS + 2πµ(x0),

wв(x0) =
∫
S

µ(ξ)
cosφ0

r2
x0ξ

dξS − 2πµ(x0), x0 ∈ S, (12)

де φ0 – кут мiж векторами r⃗x0ξ i ν⃗ξ. Звiдси випливає, що

wз(x0)− wв(x0) = 4πµ(x0), x0 ∈ S. (13)

У двовимiрному випадку потенцiал подвiйного шару визнача-
ється формулою

w(x) =

∫
C

µ(ξ)∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
dξC =

∫
C

µ(ξ)
cosφ

rxξ
dξC, (14)

де C – контур, на якому розмiщенi диполi, i називається лога-
рифмiчним потенцiалом подвiйного шару. Можна довести,
що властивостi логарифмiчногo потенцiалу подвiйного шару (14)
аналогiчнi до властивостей потенцiалу подвiйного шару (10), а
рiвнiсть (13) має вигляд

wз(x0)− wв(x0) = 2πµ(x0), x0 ∈ C. (15)

Приклад 3. Знайти логарифмiчний потенцiал подвiйного шару для
вiдрiзка I := {x := (x1, x2)| − a ≤ x1 ≤ a, x2 = 0} з густиною µ(x) = x1.

▹ Скористаємося формулою (14), яка в заданому випадку набуває
вигляду

w(x) =

a∫
−a

µ(ξ1, 0)
cosφ

rxξ
dξ1.

Обчислимо cosφ, коли точка ξ належить прямiй {ξ2 = 0}. З рис. 2
видно, що cosφ = − x2

rxξ
= − x2√

(x1−ξ1)2+x2
2

. Оскiльки µ(ξ) = ξ1, то

w(x) = −x2

a∫
−a

ξ1dξ1
(x1 − ξ1)2 + x22

=
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= −x2

 a∫
−a

x1dξ1
(x1 − ξ1)2 + x22

−
a∫

−a

(x1 − ξ1)dξ1
(x1 − ξ1)2 + x22

 =

= x2

(
x1
x2

arctg
x1 − ξ1
x2

∣∣∣∣a
−a

− 1

2
ln((x1 − ξ1)

2 + x22)

∣∣∣∣a
−a

)
=

= −x1
(

arctg
x1 + a

x2
− arctg

x1 − a

x2

)
− x2

2
ln

(x1 − a)2 + x22
(x1 + a)2 + x22

для всiх x2 ̸= 0.

.

-

6

?

>

"
"

"
"
"

"
"
""

ξ
O x1 ξ1

xx2

ξ2

φ

r⃗xξ

ν⃗ξ

Pиc. 2

Якщо ж x2 = 0, то тодi точка
(x1, x2) лежить на осi Oξ1 i, як
видно з рис. 2, cosφ = 0. Звiдси
одержуємо, що w(x)=0 для x2=0.

Вивчимо поведiнку w при
x2 → 0± 0. Формули (12) у випадку
логарифмiчного потенцiалу под-
вiйного шару при x ∈ C мають
такий вигляд:

wв(x) =
∫
C

µ(ξ)
cosφ

rxξ
dξC − πµ(x), wз(x) =

∫
C

µ(ξ)
cosφ

rxξ
dξC + πµ(x). (16)

У нашому випадку контур C збiгається з вiдрiзком I i cosφ = 0 для
x ∈ C. Тому wз(x) = πx1, wв(x) = −πx1.

Отже, шуканий логарифмiчний потенцiал подвiйного шару такий:

w(x) = −x1
(

arctg
x1 + a

x2
− arctg

x1 − a

x2

)
− x2

2
ln

(x1 − a)2 + x22
(x1 + a)2 + x22

для x1 ̸= 0; w(x) = 0 при x1 = 0; w(x) → ∓πx1 при x2 → 0± 0. ◃

Тепер покажемо, як крайовi задачi для елiптичних рiвнянь
зводяться до iнтегральних рiвнянь. Розглянемо, наприклад, внут-
рiшню задачу Дiрiхле

∆u = f у D, (17)

u|S = ψ. (18)

200



Частинним розв’язком рiвняння (17), очевидно (згiдно з (3)),
є функцiя

v(x) = − 1

4π

∫
D

f(ξ)

rxξ
dξ, x ∈ D ⊂ R3. (19)

Тому природно шукати розв’язок задачi (17), (18) у виглядi суми

u = w + v, (20)

де w є розв’язком задачi

∆w = 0 у D, (21)

w|S = ψ − v|S =: g. (22)

Шукаємо розв’язок цiєї задачi у виглядi потенцiалу подвiйного
шару

w(x) =

∫
S

µ(ξ)
cosφ

r2xξ
dξS (23)

з вiдповiдним способом пiдiбраною функцiєю µ. При довiльному
виборi неперервної функцiї µ цей потенцiал гармонiчний у D. За-
довольняючи крайову умову (22), одержуємо, що в точках z ∈ S
має виконуватись спiввiдношення wв(z) = g(z). Користуючись
другою формулою з (12), це спiввiдношення можна записати у
виглядi ∫

S

µ(ξ)
cosφ

r2zξ
dξS − 2πµ(z) = g(z), z ∈ S. (24)

Отже, задача (21), (22) звелась до iнтегрального рiвняння (24).
Знайшовши µ з рiвняння (24) i пiдставивши його в (23), дiстанемо
розв’язок задачi (21), (22).

Приклад 4. Розв’язати першу крайову задачу для рiвняння Лап-
ласа в крузi KR := {x := (x1, x2)| |x| < R} з межею CR (рис.3).

▹ Шукатимемо розв’язок задачi

∆u = 0 у KR, u|CR = g

у виглядi логарифмiчного потенцiалу подвiйного шару
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u(x) =
∫
CR

µ(ξ)∂ν⃗ξ

(
ln 1

rxξ

)
dξCR =

∫
CR

µ(ξ) cosφrxξ
dξCR. (25)

Для точок x i ξ кола CR

cosφ = cos(π − ψ) = − cosψ,
а згiдно з теоремою косинусiв
2R cosψ = rxξ, тому
.

cosφ
rxξ

= − 1
2R . (26)

Потенцiал (25) є гармонiч-
ною функцiєю в KR. Якщо за-
довольнити крайову умову, то,
скориставшись першою iз рiв-
ностей (16) i (26), дiстанемо iнтегральнe рiвняння

1

2R

∫
CR

µ(ξ)dξCR + πµ(x) = −g(x), x ∈ CR. (27)

Позначимо через θ i α кути, якi утворюють радiуси-вектори −→
Ox i −→Oξ

з вiссю Ox1. Тодi dξCR = Rdα, а, функцiю точки x ∈ CR можна роз-
глядати як функцiю вiд θ. Вiдповiдно до цього писатимемо µ(θ) замiсть
µ(x) i µ(α) замiсть µ(ξ). Отже, (27) можна записати у виглядi

µ(θ) +
1

2π

2π∫
0

µ(α)dα = − 1

π
g(θ). (28)

Покладемо C := 1
2π

2π∫
0

µ(α)dα, тодi з (28) дiстанемо, що µ(θ) = − 1
π g(θ)−

C. Тому C = − 1
2π

2π∫
0

( 1π g(α) + C)dα = − 1
2π2

2π∫
0

g(α)dα− C. Звiдси випли-

ває, що C = − 1
4π2

2π∫
0

g(α)dα. Отже,

µ(θ) = − 1

π
g(θ) +

1

4π2

2π∫
0

g(α)dα. (29)

Пiдставивши (29) у (25), дiстанемо розв’язок нашої задачi

u(x) =
∫
CR

(
− 1

π g(α) +
1

4π2

2π∫
0

g(α)dα

)
∂ν⃗ξ

(
ln 1

rxξ

)
dξCR =

202



= −R
π

2π∫
0

g(α)∂ν⃗ξ

(
ln 1

rxξ

) ∣∣∣
ξ∈CR

dα+ 1
4π2

2π∫
0

g(α)dα
∫
CR

∂ν⃗ξ

(
ln 1

rxξ

)
dξCR.

Оскiльки ∫
CR

∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
dξCR = −2π, x ∈ KR, (30)

то

u(x) = − 1

2π

2π∫
0

(
2R∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

)
+ 1

) ∣∣∣
ξ∈CR

g(α)dα, x ∈ KR. (31)

Рiвнiсть (30) випливає з формули iнтегрального зображення гармо-
нiчної функцiї у двовимiрному випадку

u(x) =
1

2π

∫
CR

(
ln

1

rxξ
∂ν⃗ξ

u(ξ)− u(ξ)∂ν⃗ξ

(
ln

1

rxξ

))
dξCR, x ∈ KR,

якщо в нiй покласти u ≡ 1.
Покажемо, що iнтеграл з (31) є тим самим iнтегралом Пуассона,

який ми одержали в темi 10. Справдi,
∂ν⃗ξ

(
ln 1

rxξ

)
= 1

r2xξ

(
(x1 − ξ1) cos(̂⃗νξ, ξ1) + (x2 − ξ2) cos(̂⃗νξ, ξ2)

)
=

= 1
Rr2xξ

((x1 − ξ1)ξ1 + (x2 − ξ2)ξ2) =
−R2+(x1ξ1+x2ξ2)

Rr2xξ
.

Oскiльки r2xξ = (x1 − ξ1)
2 + (x2 − ξ2)

2 = R2 + ρ2 − 2(x1ξ1 + x2ξ2), де

ρ2 = x21 + x22, то 2R∂ν⃗ξ

(
ln 1

rxξ

)
+ 1 = −R2+ρ2

r2xξ
. Звiдси випливає, що (31)

можна записати у виглядi

u(x) =
1

2π

2π∫
0

R2 − ρ2

r2xξ
g(α)dα, x ∈ KR, (32)

або

u(ρ, θ) =
1

2π

2π∫
0

R2 − ρ2

R2 + ρ2 − 2Rρ cos(θ − α)
g(α)dα, (ρ, θ) ∈ [0, R)× [0, 2π]. ◃

Приклад 5. Знайти гармонiчну функцiю, яка неперервна в за-
миканнi областi Q := {x := (x1, x2, x3) ∈ R3 |x3 > 0}, а на її ме-
жi S := {x := (x1, x2, x3) ∈ R3 | x3 = 0} набуває значень f(x1, x2),
(x1, x2) ∈ R2.
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▹ Шукатимемо розв’язок цiєї за-
дачi у виглядi потенцiалу подвiйного
шару

w(x)=
+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosφ
r2
xξ′

µ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2, (33)

x ∈ Q, де φ = ̂(r⃗xξ′ , ν⃗ξ′), ξ
′ = (ξ1, ξ2, 0).

Як видно з рисунку 4, cosφ =
= cos(π − ψ) = − cosψ = − x3

rxξ′
=

= − x3√
(x1−ξ1)2+(x2−ξ2)2+x2

3

, причому

cosφ = 0 при x3 = 0, тобто для
x′ := (x1, x2, 0) ∈ S. Тому (33) можна записати у виглядi

w(x) = −
+∞∫

−∞

+∞∫
−∞

x3 µ(ξ1, ξ2)√
((x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23)

3
dξ1dξ2, x ∈ Q. (34)

Скориставшись другою з формул (12), дiстанемо

f(x1, x2) = −2πµ(x1, x2) +

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

cosφ

r2x′ξ′
µ(ξ1, ξ2)dξ1dξ2 = −2πµ(x1, x2),

бо cosφ = 0. Тому µ = − 1
2πf . Пiдставивши знайдене значення µ в (34),

одержимо розв’язок задачi

w(x) =
1

2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

x3f(ξ1, ξ2)dξ1dξ2√
((x1 − ξ1)2 + (x2 − ξ2)2 + x23)

3
, x ∈ Q. ◃

Вправи
О1. Знайти потенцiал площi для круга K := {(r, φ)| 0 < r < R,

0 < φ < 2π} з густиною зарядiв ρ = r.
О2. Знайти логарифмiчний потенцiал простого шару для кола

радiуса R з густиною зарядiв η0.
О3. Знайти логарифмiчний потенцiал подвiйного шару для

вiдрiзка I := {(x1, x2)| − a ≤ x1 ≤ a, x2 = 0} з густиною ди-
поля µ = −µ0, −a ≤ x1 < 0 i µ = µ0, 0 ≤ x1 ≤ a.

О4. За допомогою потенцiалу подвiйного шару розв’язати за-
дачу Дiрiхле для рiвняння Лапласа всерединi i зовнi кулi KR :=
{x := (x1, x2, x3)| |x| < R} з межею SR.
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О5. Розв’язати задачу Неймана для рiвняння Лапласа у ви-
падку пiвпростору Q := {(x1, x2, x3)|(x1, x2) ∈ R2, x3 > 0}.

О6. На круглому диску радiуса R розподiленi диполi з густи-
ною моменту µ0, якi орiєнтованi в напрямку нормалi, що спрямо-
вана в бiк осi Ox3. Знайти потенцiал подвiйного шару в точцi, що
лежить на осi диска.

О7. Знайти потенцiал подвiйного шару зi сталою густиною µ0
для сфери SR := {x ∈ R3| |x| = R}.

О8. Знайти потенцiал простого шару мас, розподiлених зi ста-
лою густиною η0 на сферi SR := {x ∈ R3| |x| = R}.

С1. Знайти густину u дифундуючої речовини при стацiонарно-
му процесi за умови, що джерела речовини вiдсутнi та коефiцiєнт
дифузiї D = const, у випадку областi Ω := {x := (x1, x2, x3)| x1 ∈
R, x2 > 0, x3 > 0}, якщо u(x)|x∈S = u0 = const.

С2. Користуючись потенцiалом простого шару, знайти розв’я-
зок задачi Неймана для рiвняння Лапласа у випадку круга.

С3. Знайти об’ємний потенцiал мас, розподiлених зi сталою
густиною ρ0 у сферичному шарi {R1 < |x| < R2}.

С4. Знайти потенцiал простого шару мас, розподiлених з гу-
стиною η = cos2 φ, φ – полярний кут, вздовж кола C2 := {x ∈
R2| |x| = 2}.

С5. На круглому диску радiуса R розподiлений простий шар
зарядiв з густиною η(x) = |x|2. Обчислити потенцiал цього шару
у точцi, яка лежить на осi диска.

Домашнє завдання
Д1. Визначити потенцiал площi для круга K := {(r, φ)| 0 <

r < R, 0 < φ < 2π} з густиною зарядiв ρ = ρ0 = const.
Д2. Знайти логарифмiчний потенцiал простого шару для вiд-

рiзка I := {(x1, x2)| − a ≤ x1 ≤ a, x2 = 0} з густиною зарядiв
η = η0 = const.

Д3. Знайти логарифмiчний потенцiал подвiйного шару для
вiдрiзка I := {(x1, x2)| − a ≤ x1 ≤ a, x2 = 0} з густиною диполя
µ = µ0 = const.
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Д4. За допомогою потенцiалiв подвiйного i простого шару
знайти стацiонарну температуру точок пiвплощини Π+ := {x :=

(x1, x2)| x1 ∈ R, x2 > 0}, якщо джерела тепла вiдсутнi, а на межi
Γ := {x := (x1, x2)|x1 ∈ R, x2 = 0} пiдтримується:

1) температура u0(x1), x1 ∈ R;
2) заданий потiк тепла, тобто ∂ν⃗u(x)|x2=0 = u1(x1), x1 ∈ R.
Д5. Для пiвпростору Q := {x := (x1, x2, x3) | (x1, x2) ∈ R2, x3 >

0} знайти густину u дифундуючої речовини при стацiонарному
процесi за умов, що джерела речовини вiдсутнi, коефiцiєнт дифу-

зiї D=const i u(x)|x3=0 =

{
−1, x1 < 0,

1, x1 ≥ 0,
x2 ∈ R.

Д6. Обчислити в точцi, що лежить на осi Ox3, потенцiал прос-
того шару, який розподiлений з густиною η0 на бiчнiй поверхнi
цилiндра D := {x := (x1, x2, x3) | x21 + x22 = R2, 0 ≤ x3 ≤ l}.

Д7. Знайти розв’язки внутрiшньої i зовнiшньої задач Нейма-
на для кулi KR(0) := {x := (x1, x2, x3) | x21 + x22 + x23 ≤ R2}, якi
задовольняють крайову умову ∂ν⃗u|SR = a = const ̸= 0.

Вiдповiдi

О1. u(r) =

{
2
9π(R

3(1− 3 lnR)− r3), r ≤ R,
−2

3πR
3 ln r, r > R.

Скористатися мiр-

куваннями iз прикладу 1 i формулою (4), записавши рiвняння у поляр-
нiй системi координат. При цьому слiд пам’ятати, що логарифмiчний
потенцiал площi прямує до нескiнченностi як ln ρ при ρ→ +∞.

О2. v(r) =

{
−2πRη0 lnR, r ≤ R,
−2πRη0 ln r, r > R.

Розв’язувати аналогiчно до

прикладу 2 з використанням формули (6).

О3. w(x) =
{

−µ0(2arctgx1

x2
− arctgx1+a

x2
+ arctga−x1

x2
), x2 ̸= 0,

0, x2 = 0;
w(x)→∓πµ0, x2→0±0, 0≤x1≤a; w(x)→±πµ0, x2→0±0, −a≤x1<0.

О4. u(x) = 1
4πR

∫
SR

R2−|x|2
|x−y|3 u0(y)dySR, |x| < R;

u(x) = 1
4πR

∫
SR

|x|2−R2

|x−y|3 u0(y)dySR, |x| > R.

О5. v(x) = 1
2π

+∞∫
−∞

+∞∫
−∞

φ(ξ1,ξ2)dξ1dξ2√
(x1−ξ1)2+(x2−ξ2)2+x2

3

. Розв’язок слiд шукати у
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виглядi потенцiалу простого шару, скориставшись мiркуваннями з при-
кладу 5.

О6. w(x) = 2πµ0x3

(
1√

R2+x2
3

− 1
|x3|

)
, x = (0, 0, x3), x3 ∈ R \ {0}.

О7. u(x) =


−4πµ0, |x| < R,
−2πµ0, |x| = R,

0, |x| > R.

О8. u(x) =

{
4πη0R, |x| ≤ R,
4πη0R

2

|x| , |x| > R.

С1. u(x) = u0

π (π2 + arctgx2

x3
+ arctgx3

x2
).

С2. а) Внутрiшня задача Неймана:
∆u(r, φ) = 0, r < R, ∂ν⃗u(r, φ)|CR

= f(φ), 0 ≤ φ ≤ 2π.

Розв’язок слiд шукати у виглядi u(r, φ)= 1
2π

∫
CR

η(θ) ln 1
rdCR, де CR – коло

радiуса R з центром у початку координат, або u(r, φ) = R
π

2π∫
0

η(θ) ln 1
rdθ.

Iнтегральне рiвняння для η матиме вигляд

η(φ) = 2f(φ)− 1
π

2π∫
0

η(θ)R cos θ
r dθ.

Оскiльки cos θ
r = 1

2R , то

η(φ) = 2f(φ)− 1
2π

2π∫
0

η(θ)dθ

або η(φ) = 2f(φ)+A, де A = − 1
2π

2π∫
0

η(θ)dθ. Згiдно з умовою розв’язностi

задачi
2π∫
0

f(θ)dθ = 0, а тодi з рiвняння A = 1
2π

2π∫
0

(2f(0) +A)dθ випливає,

що A = C – довiльне дiйсне число. Тому η(φ) = 2f(φ) + C, а отже,

u(r, φ) = R
π

2π∫
0

f(θ) ln 1√
R2+r2−2Rr cos(φ−θ)

dθ + C, C ∈ R.

б) У випадку зовнiшньої задачi Неймана iнтегральне рiвняння ма-
тиме вигляд

η(φ) = −2f(φ) + 1
2π

2π∫
0

η(θ)dθ або η(φ) = 2f(φ)−A,

де A = 1
2π

2π∫
0

η(θ)dθ. Розв’язок задачi

u(r, φ) = −R
π

2π∫
0

f(θ) ln 1√
R2+r2−2Rr cos(φ−θ)

dθ,

207



oскiльки A = 1
2π

2π∫
0

f(θ)dθ = 0.

С3. u(x) =


2π(R2

2 −R2
1)ρ0, |x| ≤ R1,

2πR2
2ρ0 − 2

3πρ0(|x|
2 +

2R3
1

|x| ), R1 < |x| < R2,
4π
3|x| (R

3
2 −R3

1)ρ0, |x| ≥ R2.

С4. u(x) =
{

−2π ln 2 + π
8 |x|

2 cos 2φ, |x| ≤ 2,
−2π ln |x|+ 2π

|x|2 cos 2φ, |x| > 2.

С5. u(x) = 4π
3 (x33 + (R

2

2 − x23)
√
x23 +R2).

Д1. u(r) = −πR2ρ0 ln r, r ≥ R, u(r) = −πρ0(R2 lnR − R2−r2

2 ), r < R.

Нехай r≥R, тодi u(r, φ)=ρ0
R∫
0

r1dr1
2π∫
0

(
ln 1

r+ln 1√
1+(

r1
r )2−2

r1
r cos(φ1−φ)

)
×

×dφ1 = −πρ0R2 ln r, оскiльки
2π∫
0

ln(1 + λ2 − 2λ cos(φ1 − φ))dφ =

=
2π∫
0

(
λ∫
0

2λ1−2 cos(φ1−φ)
1+λ2

1−2λ1 cos(φ1−φ)
dλ1

)
dφ=

2π∫
0

(
λ∫
0

(− 2
λ1
) Re λ1e

i(φ1−φ)

1−λ1ei(φ1−φ) dλ1

)
dφ=

= −2
2π∫
0

( ∞∑
n=1

λn

n cosn(φ1 − φ)

)
dφ1 = 0, де λ = r1

r < 1 .

Д2. v(x) = η0(2a − x2arctg 2ax2

x2
1+x2

2−a2 − a+x1

2 ln((a + x1)
2 + x22) −

a−x1

2 ln((a− x1)
2 + x22).

Д3. w(x) = −µ0(arctga−x1

x2
+arctga+x1

x2
), x2 ̸= 0; w(x) = 0 при x2 = 0;

lim
x2→0±0

w(x) = ∓µ0π, −a < x1 < a.

Д4. 1) u(x)= x2

π

+∞∫
−∞

u0(ξ)dξ
(x1−ξ)2+x2

2
; 2) u(x)= 1

π

+∞∫
−∞

u1(ξ) ln
1√

(x1−ξ)2+x2
2

dξ.

Д5. u(x) = 2
πarctgx1

x3
.

Д6. v(x) = 2πη0R ln
l−x3+

√
R2+(l−x3)2

−x3+
√

R2+x2
3

, x = (0, 0, x3).

Д7. Внутрiшня задача Неймана розв’язку не має, а розв’язком зов-
нiшньої задачi Неймана є u(x) = −aR2

|x| , |x| > R.
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